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1. Числовые ряды
1.1. Основные понятия и теоремы о сходимости
Числовой ряд — это выражение вида
 u u u un
n
n= + + + +
=
Ґ
е
1
1 2 ... ...,
где члены ряда u u un1 2, ,..., ,... — действительные или комплекс-
ные числа, un общий член ряда.
Ряд задан, если известен общий член ряда un, выраженный 
как функция его номера n u f nn: ( )= .
n‑я частичная сумма ряда — это сумма первых n членов ряда
 S u u un n= + + +1 2 ... .
Рассмотрим следующие суммы:
 S u1 1= , S u u2 1 2= + , S u u u3 1 2 3= + + , …
Ряд сходится, если существует конечный предел
 S S
n n
=
®Ґ
lim  (1.1)
последовательности частичных сумм ряда.
Предел (1.1) называется суммой ряда S un
n
=
=
Ґ
е
1
.
Ряд расходится, если lim
n n
S
®Ґ
 не существует или равен беско-
нечности.
61. Числовые ряды
Примеры
1. Ряд 0 + 0 + 0 +… сходится, его сумма равна нулю (S = 0).
2. Ряд 1 + 1 + 1 +… расходится, его сумма равна бесконеч-
ности (S = Ґ).
3. Ряд 1–1+1+… расходится, так как предела частичных 
сумм не существует.
4. Ряд 1
1 2
1
2 3
1
3 4
1
1Ч
+
Ч
+
Ч
+ +
+
+...
( )
...
n n
 сходится, его сумма 
равна единице.
Покажем, что сумма данного ряда равна единице.
Разложим общий член ряда на сумму простейших дробей:
 1
1 1n n
A
n
B
n( )
.
+
= +
+
Вычислим коэффициенты А и В:
 1= + +An A Bn,
 
A B
A
+ =
=
м
н
о
0
1
,
;
 
B
A
= -
=
м
н
о
1
1
,
;
 1
1
1 1
1n n n n( )
.
+
= -
+
Составим n-ю частичную сумму ряда:
 S
n n nn
= - + - + - + + -
+
= -
+
1
1
2
1
2
1
3
1
3
1
4
1 1
1
1
1
1
... .
Вычислим предел последовательности частичных сумм:
 lim .
n n®Ґ
-
+
ж
и
з
ц
ш
ч =1
1
1
1
71.1. Основные понятия и теоремы о сходимости
Свойства рядов
Свойство 1. Если ряд
 u u u un
n
n= + + + +
=
Ґ
е
1
1 2 ... ...  (1.2)
сходится и его сумма равна S , то ряд
 cu cu cu cun
n
n
=
Ґ
е = + + + +
1
1 2 ... ..., (1.3)
где с — произвольное число, также сходится и его сумма рав-
на cS . Если же ряд (1.2) расходится и c № 0, то и ряд (1.3) рас-
ходится.
Доказательство
1. Пусть Sn u( ) — n-я частичная сумма ряда (1.3).
Тогда
 S cu cu cu c u u u c Sn u n n n( ) ... ( ... ) ,= + + + = + + + = Ч1 2 1 2
 lim lim lim .( )
n n
u
n n n n
S c S c S c S
®Ґ ®Ґ ®Ґ
= Ч = = Ч
Так как существует конечный предел частичных сумм, то ряд 
(1.3) сходится и имеет сумму cS .
2. Покажем, что если ряд (1.2) расходится, c № 0, то и ряд (1.3) 
расходится.
Допустим противное: ряд (1.3) сходится и имеет сумму S1. 
Тогда
 S S c S c S
n n
u
n n n n1
= = Ч = Ч
®Ґ ®Ґ ®Ґ
lim lim lim ,( )
откуда
 lim ,
n n
S
S
c®Ґ
= 1
т. е. ряд (1.2) сходится, что противоречит условию о расходи-
мости данного ряда.
81. Числовые ряды
Свойство 2. Если сходится ряд (1.2) и сходится ряд
 v v v vn
n
n
=
Ґ
е = + + + +
1
1 2 ... ..., (1.4)
а их суммы соответственно равны S1 и S2, то сходятся и ряды
 ( )u vn n
n
±
=
Ґ
е
1
, (1.5)
причем сумма каждого равна S S1 2± .
Доказательство
Пусть S S Sn u n v n( ) ( ), ,  — n-е частичные суммы рядов (1.2), (1.4), 
(1.5) соответственно. Тогда
 lim lim( ) lim lim( ) ( ) ( ) ( )
n n n n
u
n
v
n n
u
n n
vS S S S S S S
®Ґ ®Ґ ®Ґ ®Ґ
= ± = ± = ±1 2,
т. е. каждый из рядов (1.5) сходится и сумма его равна S S1 2± .
Следствие
Сумма (разность) сходящегося и расходящегося рядов есть 
расходящийся ряд.
Замечание
Сумма (разность) двух расходящихся рядов может быть как 
сходящимся, так и расходящимся рядом.
Свойство 3. Если к ряду (1.2) прибавить (или отбросить) ко-
нечное число членов, то полученный ряд и ряд (1.2) сходятся 
или расходятся одновременно.
Доказательство
Пусть S — сумма отброшенных членов ряда, k — наиболь-
ший из этих номеров.
Будем считать, что на место отброшенных членов ряда поста-
вим нули. Тогда при n k>  будет выполняться равенство S S Sn n- ў = , 
где ўSn — n-я частичная сумма ряда, полученного из ряда (1.2) пу-
тем отбрасывания конечного числа членов. Поэтому
 lim lim .
n n n n
S S S
®Ґ ®Ґ
= + ў
91.1. Основные понятия и теоремы о сходимости
Пределы в левой и правой части данного равенства одновре-
менно существуют или не существуют, т. е. ряд (1.2) сходится 
(расходится) тогда и только тогда, когда сходятся (расходятся) 
ряды без конечного числа его членов.
Аналогично в случае приписывания к ряду конечного чис-
ла членов.
Ряд вида
 u u un n k
k n
+ +
= +
Ґ
+ + = е1 2
1
...
называется n‑м остатком ряда (1.2), который получается 
из ряда (1.2) отбрасыванием его n первых членов.
Согласно свойству 3:
1) ряд (1.2) и его остаток одновременно либо сходятся, либо 
расходятся;
2) если ряд (1.2) сходится, то его остаток rn при n®Ґ стре-
мится к нулю, то есть
 lim .
n n
r
®Ґ
= 0
Ряд геометрической прогрессии
Ряд вида
 a aq aq aq an+ + + + + №-2 1 0... ... ( ) (1.6)
называется рядом геометрической прогрессии.
Исследуем данный ряд на сходимость.
Сумма первых n первых членов прогрессии находится 
по формуле
 S a q
q
qn
n
=
-
-
№
( )
, .
1
1
1
Найдем предел этой суммы:
 lim lim ( ) lim .
n n n
n n
S
a q
q
a
q
a
q
q®Ґ ®Ґ
=
-
-
=
-
-
-
1
1 1 1
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1. Числовые ряды
Рассмотрим следующие случаи:
1. Если q <1, то qn ® 0 при n®Ґ и limS a
qnn®Ґ
=
-1
, т. е. ряд (1.6) 
сходится и его сумма равна a
q1-
.
2. Если q >1, то qn ®Ґ при n®Ґ и limSn
n®Ґ
= Ґ, т. е. ряд (1.6) 
расходится.
3. Если q =1, получаем ряд a a a+ + + ..., который расходится, 
так как S n a Sn n n= Ч = Ґ®Ґ, lim .
Если q = -1, получаем ряд a a a a- + - + ..., который расходит-
ся, так как lim
n n
S
®Ґ
 не существует.
Ряд (1.6) при q =1 расходится.
Таким образом, ряд (1.6) сходится при q <1 и расходится при 
q і1.
Пример. Исследовать на сходимость ряд
1
1
2
1
4
1
8
1
2
1
+ + + + + ж
и
з
ц
ш
ч +
-
... ...
n
Решение
Данный ряд представляет собой ряд геометрической про-
грессии с q = <1
2
1 и S =
-
=
1
1
1
2
2, то есть ряд сходится.
Необходимый признак сходимости
Теорема. Если ряд сходится, то его общий член un стремится 
к нулю при n®Ґ, то есть
 lim
n n
u
®Ґ
= 0.
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1.1. Основные понятия и теоремы о сходимости
Доказательство
Пусть ряд u u u un
n
n= + + + +
=
Ґ
е
1
1 2 ... ... сходится и limn nS S®Ґ = . Тогда 
lim
n n
S S
®Ґ -
=1  при n®Ґ и ( )n- ®Ґ1 . Учитывая, что u S Sn n n= - -1 при 
n >1, получим
 lim lim( ) lim limS
n n n n n n n n n
u S S S S S
®Ґ ®Ґ - ®Ґ -®Ґ
= - = - = - =1 1 0.
Следствие (достаточное условие расходимости ряда)
Если lim
n n
u
®Ґ
№ 0 или не существует, то ряд расходится.
Доказательство
Если бы ряд сходился, то по теореме lim
n n
u
®Ґ
= 0, но это проти-
воречит условию, поэтому ряд расходится.
Пример. Исследовать на сходимость ряд
 2 3
5 11
n
nn
-
+=
Ґ
е .
Решение
Данный ряд расходится, так как выполняется достаточное 
условие расходимости ряда:
 lim
n
n
n®Ґ
-
+
= №
2 3
5 1
2
5
0.
Гармонический ряд
Ряд вида
 1 1 1
2
1
3
1
1 n nn
= + + + + +
=
Ґ
е ... ...
называется гармоническим рядом. У данного ряда каждый член 
является средним гармоническим для двух соседних членов.
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1. Числовые ряды
Гармоническое среднее чисел x x xn1 2, ,..  — число h, обратное 
которому есть среднее арифметическое чисел, обратных дан-
ным числам:
 h n
x x xn
=
+ + +
1 1 1
1 2
...
.
Очевидно, что lim lim
n n n
u
n®Ґ ®Ґ
= =
1
0. Однако гармонический ряд 
расходится.
Доказательство
Рассмотрим два ряда
1
1
2
1
3
1
4
1
5
1
6
1
7
1
8
1
9
1
10
1
11
1
12
1
13
1
14
1
15
+ + + + + + + + + + + + + + +
   
1
16
1
17  
+ + ...  (а)
1
1
2
1
4
1
4
1
8
1
8
1
8
1
8
1
16
1
16
1
16
1
16
1
16
1
16
1
16
+ + + + + + + + + + + + + +
 upcurlybracketleft upcurlybracketmid upcurlybracketright
+ +
1
16
upcurlybracketleft upcurlybracketmid upcurlybracketright
... (б)
Пусть Sn( )1  — сумма n первых членов гармонического ряда (а), 
Sn
( )2  — сумма n первых членов ряда (б).
Так как каждый член ряда (а) больше соответствующего чле-
на ряда (б) или равен ему, то для n > 2 получаем
 S Sn n( ) ( )1 2> . (1.7)
Подсчитаем частичные суммы ряда (б) для значений n, рав-
ных 2 2 2 2 2 2 21 2 3 4 5 6 7, , , , , , :
 S2 1
1
2
3
2
= + = ,
 S4 1
1
2
1
4
1
4
1
1
2
1
2
4
2
= + + +ж
и
з
ц
ш
ч = + + = ,
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1.2. Достаточные признаки сходимости рядов с положительными членами
 S8 1
1
2
1
4
1
4
1
8
1
8
1
8
1
8
1
1
2
1
2
1
2
5
2
= + + +ж
и
з
ц
ш
ч + + + +
ж
и
з
ц
ш
ч = + + + = ,
 S
слагаемых
16
4
1
1
2
1
4
1
4
1
8
1
8
1
16
= + + +ж
и
з
ц
ш
ч + + +
ж
и
з
ц
ш
ч + +... ..
  
.+ж
и
з
ц
ш
ч =
1
16
6
2
8слагаемых
  
,
 S25
7
2
= , S26
8
2
= , S27
9
2
= .
Таким образом,
 S k kk2
2
2
1
2
=
+
= + .
Вычислим предел частичных сумм ряда (б):
 lim (б)
n n
S
®Ґ
= Ґ.
Из соотношения (1.7) следует, что и lim (а)
n n
S
®Ґ
= Ґ, то есть гар-
монический ряд расходится.
1.2. Достаточные признаки сходимости рядов 
с положительными членами
Признаки сравнения
Теорема 1
Пусть даны два знакоположительных ряда:
 un
n=
Ґ
е
1
, (1.8)
 vn
n=
Ґ
е
1
. (1.9)
14
1. Числовые ряды
Если для всех n выполняется неравенство
 u vn nЈ , (1.10)
тогда
1) если сходится ряд (1.9), то сходится и ряд (1.8);
2) ели расходится ряд (1.8), то расходится и ряд (1.9).
Доказательство
Пусть Snu( )и Sn( )n  — n-е частичные суммы рядов (1.8) и (1.9) со-
ответственно. Из (1.10) следует, что
 S Snu nv( ) ( )Ј . (1.11)
1. Докажем, что если сходится ряд (1.9), то сходится и ряд (1.8).
Пусть ряд (1.9) сходится и его сумма равна S2. Тогда
 lim ( )
n n
S S
®Ґ
=n 2.
Члены ряда (1.9) положительны, поэтому
 S Sn( )n < 2,
а с учетом неравенства (1.11):
 S Snu( ) < 2.
Таким образом, последовательность S S Su u nu1 2( ) ( ) ( ), ,...,  монотон-
но возрастает и ограничена сверху числом S2.
По признаку существования предела последовательности, 
последовательность Snu( ){ } имеет предел lim ( )n n
uS S
®Ґ
= 1, т. е. ряд (1.8) 
сходится.
Пусть теперь ряд (1.8) расходится. Так как члены ряда неот-
рицательны, то
 lim ( )
n n
uS
®Ґ
= Ґ.
Тогда с учетом неравенства (1.11):
 lim ( )
n n
vS
®Ґ
= Ґ,
то есть ряд (1.9) расходится.
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1.2. Достаточные признаки сходимости рядов с положительными членами
Замечание
Теорема 1 справедлива и в том случае, когда неравенство 
(1.10) выполняется не для всех членов ряда (1.8) и (1.9), а на-
чиная с некоторого номера.
Пример. Исследовать на сходимость ряд
 1
3 41
n
n +=
Ґ
е .
Решение
Сравним данный ряд с рядом
 1
31
n
n=
Ґ
е ,
который сходится (ряд составлен из членов бесконечно убыва-
ющей геометрической прогрессии).
Так как
 1
3 4
1
3n n+
< ,
то по Теореме 1 данный по условию ряд сходится.
Пример. Исследовать на сходимость ряд
 1
1 nn=
Ґ
е .
Решение
Сравним данный ряд с рядом
 1
1 nn=
Ґ
е ,
который расходится (гармонический ряд).
Так как, начиная со второго элемента, выполняется нера-
венство
 1 1
n n
> ,
то по Теореме 1 данный по условию ряд расходится.
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1. Числовые ряды
Теорема 2 (предельный признак сравнения)
Пусть даны два знакоположительных ряда (1.8) и (1.9). Если 
существует конечный, отличный от нуля предел
 lim ( ),
n
n
n
u
v
A A
®Ґ
= < <Ґ0
то ряды (1.8) и (1.9) сходятся или расходятся одновременно.
Доказательство
По определению предела последовательности для всех n, кро-
ме, возможно, их конечного числа, для любого e > 0:
 u
v
An
n
- < e,
 ( ) ( )A v u A vn n n- < < +e e . (1.12)
Если ряд (1.8) сходится, то из левого неравенства (1.12) 
и Теоремы 1 вытекает, что ряд ( )A vn
n
-
=
Ґ
е e
1
 также сходится.
Тогда, согласно свойству числовых рядов, ряд (1.9) также 
сходится.
Если ряд (1.8) расходится, то из правого неравенства (1.12), 
Теоремы 1 и свойства числовых рядов ряд (1.9) также расходится.
Аналогично, если ряд (1.9) сходится (расходится), то будет 
сходиться (расходиться) и ряд (1.8).
Пример. Исследовать на сходимость ряд
 2 1
3 521
n
n nn
+
+ -=
Ґ
е .
Решение
Сравним данный ряд с рядом
 1
1 nn=
Ґ
е ,
который расходится (гармонический ряд). Вычислим предел
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1.2. Достаточные признаки сходимости рядов с положительными членами
 lim :
n
n
n n n®Ґ
+
+ -
ж
и
з
ц
ш
ч =
2 1
3 5
1 2
32
.
Так как 2
3
0> , то по Теореме 2 оба ряда одновременно расхо-
дятся.
Таким образом, данный по условию ряд расходится.
Признак Даламбера
Теорема. Пусть дан ряда un
n=
Ґ
е
1
 с положительными членами 
и существует конечный или бесконечный предел
 lim
n
n
n
u
u
l
®Ґ
+ =1 .
Тогда ряд сходится при l <1 и расходится при l >1.
Доказательство
Так как lim
n
n
n
u
u
l
®Ґ
+ =1 , то по определению предела для любого 
e > 0 существует номер N такой, что для всех n N>  будет выпол-
няться неравенство
 u
u
ln
n
+ - <1 e
или
 l u
u
ln
n
- < < ++e e1 . (1.13)
Пусть l <1. Можно подобрать e так, что
 l + <e 1.
Обозначим l q q+ = <e , .1  Тогда из правой части неравенства 
(1.13):
 u
u
qn
n
+ <1
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1. Числовые ряды
или
 u qu n Nn n+ < >1 , .
В силу свойства числовых рядов (если к ряду прибавить или 
отбросить конечное число членов, то полученный ряд и исход-
ный сходятся или расходятся одновременно):
 u qun n+ <1  для всех n =1 2 3, , ,...
Построим серию неравенств:
 
u qu
u qu q u
u qu q u
un
2 1
3 2
2
1
4 3
3
1
<
< <
< <
<
,
,
,
........................
qu q un
n
-
-<1
1
1,
........................
То есть члены ряда
 u u u un2 3 4+ + + + +... ...
меньше соответствующих членов ряда
 qu q u q u q un1 2 1 3 1 1 1+ + + + +-... ...,
который сходится как ряд геометрической прогрессии со зна-
менателем 0 1< <q . На основании признака сравнения сходит-
ся ряд u u u un2 3 4+ + + + +... ... , следовательно, сходится и исход-
ный ряд.
Пусть l >1. В этом случае lim
n
n
n
u
u
l
®Ґ
+ = >1 1. Тогда с некоторого но-
мера N  будет выполняться неравенство
 u
u
n
n
+ >1 1
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1.2. Достаточные признаки сходимости рядов с положительными членами
или
 u un n+ >1 ,
то есть члены ряда возрастают с увеличением номера n. Поэтому
 lim
n n
u
®Ґ
№ 0,
значит ряд un
n=
Ґ
е
1
 расходится.
Замечание
Если l =1, то ряд может быть как сходящимся, так и расхо-
дящимся.
Пример. Исследовать на сходимость ряд
 nn
n
5
1 2=
Ґ
е .
Решение
Вычислим предел
 lim lim ( ) : lim
n
n
n
n n n n
u
u
n n n
n®Ґ
+
®Ґ + ®Ґ
=
+ж
и
з
ц
ш
ч =
+ж
и
з
ц
ш
ч
1
5
1
5 51
2 2
1 1
2
1
2
ж
и
зз
ц
ш
чч = .
Так как 1
2
1< , то по признаку Даламбера данный по условию 
ряд сходится.
Пример. Исследовать на сходимость ряд
 nn
n
!
51=
Ґ
е .
Решение
Вычислим предел
 lim lim ( )! : ! lim ( ) !
n
n
n
n n n n
nu
u
n n n n
®Ґ
+
®Ґ + ®Ґ
=
+ж
и
з
ц
ш
ч =
+ Ч Ч1
1
1
5 5
1 5
5 1n n+ Ч
ж
и
з
ц
ш
ч = Ґ!
.
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Так как предел равен бесконечности, то по признаку Далам-
бера данный по условию ряд расходится.
Пример. Исследовать на сходимость ряд, используя признак 
Даламбера:
 1
21 nn +=
Ґ
е .
Решение
Вычислим предел
 lim lim : lim
n
n
n
n n
u
u n n
n
n®Ґ
+
®Ґ ®Ґ
=
+ + +
ж
и
з
ц
ш
ч =
+
+
ж
и
з
ц
ш
ч =
1 1
1 2
1
2
2
3
1.
Так как предел равен 1, то признак Даламбера ответа о схо-
димости или расходимости ряда не дает.
Радикальный признак Коши
Теорема. Пусть дан ряда un
n=
Ґ
е
1
 с положительными членами 
и существует конечный или бесконечный предел
 lim
n n
n u l
®Ґ
= .
Тогда ряд сходится при l <1 и расходится при l >1.
Доказательство
Так как lim
n n
n u l
®Ґ
= , то по определению предела — для любо-
го e > 0 существует номер N такой, что для всех n N>  будет вы-
полняться неравенство
 u lnn - < e
или
 l u lnn- < < +e e. (1.14)
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1.2. Достаточные признаки сходимости рядов с положительными членами
Пусть l <1. Можно подобрать e так, что l + <e 1. Обозначим 
l q q+ = <e , 1. Тогда из правой части неравенства (1.14) имеем
 u qnn < ,
 u q n Nn n< і, .
Рассмотрим два ряда:
 u u u u u uN N N1 2 3 1 2+ + + + + + ++ +... ... , (1.15)
 q q qN N N+ + ++ +1 2 ... (1.16)
Ряд (1.16) сходится, так как его члены образуют бесконечно 
убывающую геометрическую прогрессию.
Члены ряда (1.15), начиная с uN , меньше членов ряда (1.16). 
В силу свойства числовых рядов и признака сравнения ряд un
n=
Ґ
е
1сходится.
Пусть l >1. Начиная с некоторого номера n N= , будем иметь
 unn >1
или
 un >1,
то есть все члены рассматриваемого ряда, начиная с uN , боль-
ше 1. Тогда ряд un
n=
Ґ
е
1
расходится, так как его общий член не стре-
мится к нулю.
Пример. Исследовать на сходимость ряд
 n
n
n
n 3 21 +
ж
и
з
ц
ш
ч
=
Ґ
е .
Решение
Вычислим предел
 lim lim lim
n n
n
n
n
n
n
u
n
n
n
n®Ґ ®Ґ ®Ґ
=
+
ж
и
з
ц
ш
ч = +
=
3 2 3 2
1
3
.
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1. Числовые ряды
Так как 1
3
1< , то по радикальному признаку Коши данный 
по условию ряд сходится.
Интегральный признак сходимости Коши
Теорема. Пусть члены ряда un
n=
Ґ
е
1
 положительны и не возрас-
тают, то есть
 u u u1 2 3і і і ...,
и пусть f x( ) — такая непрерывная невозрастающая функция, 
что
 f u f u f n un( ) , ( ) , ( )1 21 2= = = .
Тогда справедливы следующие утверждения:
1) если несобственный интеграл f x dx( )
1
Ґ
т  сходится, то схо-
дится и ряд;
2) если несобственный интеграл f x dx( )
1
Ґ
т  расходится, то рас-
ходится и ряд.
Доказательство
Изобразим члены ряда геометрически (рис. 1.1).
                                  y 
 
 
                                                                                             ( )y f x=  
 
 
                                  0         1       2                       n-1     n                   x 
 Рис. 1.1
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1.2. Достаточные признаки сходимости рядов с положительными членами
Площадь криволинейной трапеции, изображенной 
на рис. 1.1:
 Q f x dx
n
= т ( )
1
.
Возьмем n-ю частичную сумму ряда f n
n
( )
=
Ґ
е
1
:
 S f f f f nn = + + + +( ) ( ) ( ) ... ( )1 2 3 .
Тогда площадь Q+ выступающей фигуры будет
 Q f f f f n Sn+ -= + + + + - =( ) ( ) ( ) ... ( )1 2 3 1 1,
а площадь Q входящей фигуры
 Q f f f n S fn ( ) ( ) ... ( ) ( )= + + + = -2 3 1 .
Из построения и свойств функции f x( ) следует, что
 Q Q Q < < +,
 S f f x dx Sn
n
n- < <т -( ) ( )1
1
1.
Так как S Sn n- <1 , то
 S f f x dx S nn
n
n- < < =т( ) ( ) , , , ...1 1 2
1
 (1.17)
1. Пусть несобственный интеграл f x dx( )
1
Ґ
т  сходится.
Тогда существует предел 
 lim ( )
n
n
f x dx A
®Ґ т =
1
.
Так как
 f x dx A f x dx
n
( ) ( )
1 1
т тЈ =
+Ґ
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1. Числовые ряды
(в силу условия f x( )> 0для xО +Ґ[ , )1 ), то из неравенства (1.17) 
следует, что
 S f f x dx f A Mn
n
< + < + = =т( ) ( ) ( )1 1
1
const,
 0 1 2< < =S M nn , , , ...
Последовательность { }Sn  ограничена и при возрастании n 
сумма Sn возрастает. Поэтому последовательность имеет предел
 lim
n n
S S
®Ґ
= .
Следовательно, ряд f n
n
( )
=
Ґ
е
1
 сходится.
2. Пусть несобственный интеграл f x dx( )
1
Ґ
т  расходится.
Так как по условию f x( )> 0 для x і1, то
 f x dx f x dx
n
n
( ) lim ( )
1 1
Ґ
®Ґт т= = +Ґ.
Из неравенства
 S f x dx nn
n
і =т ( ) , , ,...
1
1 2
следует, что
 lim
n n
S
®Ґ
= +Ґ,
то есть ряд f n
n
( )
=
Ґ
е
1
 расходится.
Замечание
Вместо интеграла f x dx( )
1
Ґ
т можно брать интеграл
 f x dx k k
k
( ) , ,
+Ґ
т > О1 .
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1.3. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница
Пример. Исследовать на сходимость ряд
 1
1 121 ( )ln ( )n nn + +=
Ґ
е .
Решение
Вычислим несобственный интеграл
 dx
x x xa
a
a( )ln ( )
lim
ln( )
lim
ln l+ +
= -
+
ж
и
з
з
ц
ш
ч
ч
= -
®Ґ
Ґ
®Ґт 1 1
1
1
1
2
1
2
1 1 n( ) lna+
ж
и
з
ц
ш
ч =1
1
2
,
следовательно, интеграл сходится, значит и ряд сходится.
Обобщенный гармонический ряд
Ряд вида
 1 1
1
1
2
1
3
1
1 n n
p
n
p p p p
=
Ґ
е = + + + + +... ...
называется обобщенным гармоническим рядом.
Исследуем его на сходимость, используя интегральный при-
знак Коши.
1. Если p >1, то ряд сходится, так как dx
x pp1
1
1
Ґ
т = - .
2. Если p <1, то ряд расходится, так как dx
x p1
Ґ
т = Ґ.
3. Если p =1, то ряд расходится, так как dx
x p1
Ґ
т = Ґ.
1.3. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница
Знакочередующийся ряд — это ряд вида
 u u u u u un n n n
n
1 2 3 4
1 1
1
1 1- + - + - + = -+ +
=
Ґ
е... ( ) ... ( ) , (1.18)
где u nn > " О0 .
26
1. Числовые ряды
Теорема Лейбница (признак Лейбница)
Знакочередующийся ряд сходится, если:
1) последовательность абсолютных величин членов ряда мо-
нотонно убывает:
 u u u un1 2 3> > > > >... ...; (1.19)
2) общий член ряда стремится к нулю, то есть
 lim
n n
u
®Ґ
= 0. (1.20)
При этом сумма S ряда: 0< <S a.
Доказательство
Рассмотрим сумму n m= 2  первых членов ряда (1.18):
 S u u u u u um m m2 1 2 3 4 2 1 2= - + - + + --( ) ( ) ... ( ).
Из (1.19) следует, что выражение в каждой скобке положи-
тельно, значит S m2  — положительна (S m2 0> ) и возрастает с уве-
личением m.
Запишем эту же сумму по-другому:
 S u u u u u u u um m m m2 1 2 3 4 5 2 2 2 1 2= - - - - - - - -- -( ) ( ) ... ( ) .
В силу (1.19) каждая из скобок положительна, поэтому в ре-
зультате вычитания этих скобок из и1 мы получим число, мень-
шее чем и1, то есть
 S um2 1< .
Таким образом, S m2  при увеличении m возрастает и ограни-
чена сверху, следовательно, S m2  имеет предел
 lim , .
n m
S S S u
®Ґ
= < <2 10
Мы доказали, что последовательность «четных» частичных 
сумм имеет предел S.
27
1.3. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница
Докажем теперь, что «нечетные» частичные суммы также 
стремятся к пределу S.
Рассмотрим сумму n m= +2 1 первых членов ряда (1.18):
 S S um m m2 1 2 2 1+ += + .
Так как по условию
 lim ,
m m
u
®Ґ +
=2 1 0
то
 lim lim lim lim .
m m m m m m m m
S S u S S
®Ґ + ®Ґ ®Ґ + ®Ґ
= + = =2 1 2 2 1 2
Итак, последовательность «нечетных» частичных сумм име-
ет предел S.
Таким образом, ряд (1.18) сходится.
Замечания
1. Теорема Лейбница справедлива, если неравенства (1.19) 
выполняются, начиная с некоторого номера N.
2. Теорема Лейбница геометрически иллюстрируется сле-
дующим образом. Будем на числовой прямой откладывать ча-
стичные суммы:
S u S u u S u S S u S S u S S u1 1 2 1 2 1 2 3 2 3 4 3 4 5 4 5= = - = - = + = - = +, , , , ,....
Точки, соответствующие частичным суммам, будут прибли-
жаться к некоторой точке S, которая изображает сумму ряда.
3. Оценка ошибки.
Заменим S частичной суммой Sn. Оценим ошибку, которую 
мы допускаем при данной замене.
Отброшенный ряд (остаток) представляет собой знакочере-
дующийся ряд
 ( ) ( ...),- - ++ + +1 1 1 2n n nu u
сумма которого по абсолютной величине меньше первого чле-
на этого ряда (то есть меньше un+1).
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Значит, ошибка, совершаемая при замене S на Sn, не превос-
ходит по абсолютной величине первого из отброшенных членов.
Пример. Проверить, что знакочередующийся ряд сходится 
и вычислить его сумму с точностью до 0,01:
 1
4
1
4
1
4
1
4
1
1
42 3 4
1- + - + - ++...( ) ...n
n
Решение
Проверим условия (1.19) и (1.20):
1) u un n> +1;
2) lim .
n n®Ґ
=
1
4
0
Так как оба условия выполняются, то ряд сходится.
Четвертый член ряда будет первым, меньшим 0,01:
 a4
1
256
0 003 0 01= » <, , .
Поэтому, для выполнения заданной точности достаточно 
взять первых три слагаемых:
 S = - + » »1
4
1
4
1
4
0 203 0 20
2 3
, , .
1.4. Знакопеременные ряды.  
Абсолютная и условная сходимость
Ряд называется знакопеременным, если среди его членов име-
ются как положительные так и отрицательные члены.
Знакочередующиеся ряды являются частным случаем зна-
копеременных рядов.
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1.4. Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимость 
Теорема (достаточный признак сходимости знакопеременно‑
го ряда).
Пусть дан знакопеременный ряд
 u u un1 2+ + +... . (1.21)
Если сходится ряд
 u u un1 2+ + + +... ..., (1.22)
составленный из абсолютных величин данного ряда, то сходит-
ся и сам знакопеременный ряд.
Доказательство
Пусть Sn и G n — суммы первых n членов ряда (1.21) и (1.22); 
Snў — сумма всех положительных членов ряда (1.21); Snўў — сум-
ма абсолютных величин всех отрицательных первых n членов 
ряда (1.21).
Тогда
 S S S G S Sn n n n n n= ў - ўў = ў + ўў.
По условию Gn имеет предел G.
S Sn nў ўў,  — положительные возрастающие величины, меньшие 
G, следовательно, они имеют пределы ў ўўS S, .
Из соотношения S S Sn n n= ў - ўў следует, что Sn имеет предел и он 
равен ў - ўўS S , то есть знакопеременный ряд (1.21) сходится.
Пример. Исследовать на сходимость ряд
 sin sin sin ... sin ...a a a a
1
2
2
3
32 2 2 2
+ + + + +
n
n
,
где a — любое число.
Решение
Рассмотрим ряд
 sin sin sin ...a a a
1
2
2
3
32 2 2
+ + +  .
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1. Числовые ряды
Так как sinn
n n
a
2 2
1
Ј  и ряд 12
1 nn=
Ґ
е  сходится, то данный по усло-
вию ряд сходится.
Данный признак является достаточным, но не необходимым.
Абсолютная и условная сходимость
Знакопеременный ряд
 u u u un1 2 3+ + + + +... ... (1.23)
называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд, состав-
ленный из абсолютных величин его членов:
 u u u un1 2 3+ + + + +... ... (1.24)
Если же знакопеременный ряд (1.23) сходится, а ряд (1.24) 
расходится, то ряд (1.23) называется условно сходящимся.
Пример. Исследовать на сходимость и абсолютную сходи-
мость ряд
 ( )- +
=
Ґ
е 1 11
1
n
n n
.
Решение
Данный ряд сходится по признаку Лейбница. Ряд, состав-
ленный из абсолютных величин
 1
1 nn=
Ґ
е
расходится (как гармоничный). Данный по условию ряд явля-
ется условно сходящимся.
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1.4. Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимость 
Пример. Исследовать на сходимость и абсолютную сходи-
мость ряд
 ( )- +
-
=
Ґ
е 1 21
1
1
n
n
n
n n
.
Решение
Трудно проверить условия теоремы Лейбница. Исследуем 
на сходимость ряд, составленный из абсолютных величин
 2
1
1
n
n n
-
=
Ґ
е .
Используем признак Даламбера:
 lim lim
( )
lim
n
n
n
n
n n
n n n
nu
u
n
n
n
n n®Ґ
+
®Ґ + - ®Ґ
=
+
=
+
ж
и
з
ц
ш
ч +
1
1 1
2
1 2
2
1
1
1
= Ч = <
2
0 0 1
e
.
Значит ряд, составленный из абсолютных величин, сходится. 
Поэтому данный по условию ряд сходится, причем абсолютно.
Свойства абсолютно сходящихся рядов
1. Если ряд абсолютно сходится и имеет сумму S, то ряд, по-
лученный из данного ряда перестановкой членов, так же схо-
дится и имеет ту же сумму S, что и исходный ряд.
2. Абсолютно сходящиеся ряды с суммами S1 и S2 можно поч-
ленно складывать (вычитать). В результате получится абсолют-
но сходящийся ряд, сумма которого равна S S S S1 2 1 2+ -( ).
3. Под произведением двух рядов
 u u u v v v1 2 3 1 2 3+ + + + + +... и ...
понимают ряд вида
  u v u v u v u v u v u v u v u v u vn n n1 1 1 2 2 1 1 3 2 2 3 1 1 2 1+ + + + + + + + + +-( ) ( ) ... ( ... 1) ...+
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1. Числовые ряды
Произведение двух абсолютно сходящихся рядов с суммами S1 
и S2 есть абсолютно сходящийся ряд, сумма которого равна S S1 2.
Замечание
В случае условно сходящихся рядов соответствующие свой-
ства не имеют места.
Задачи для самостоятельного решения
1. Исследовать на сходимость и установить сумму ряда
 1
1 3
1
3 5
1
5 7
1
7 9Ч
+
Ч
+
Ч
+
Ч
+ ... .
Ответ. Ряд сходится, Sn =
1
2
.
2. Исследовать сходимость ряда 1
3 11 nn -=
Ґ
е .
Ответ. Ряд расходится.
3. Исследовать сходимость ряда n
nn
3
5
1 5 1-=
Ґ
е .
Ответ. Ряд сходится.
4. Исследовать сходимость ряда 3 1
2 11
n
n
n
n
-
+
ж
и
з
ц
ш
ч
=
Ґ
е .
Ответ. Ряд расходится.
5. Исследовать числовой ряд на сходимость 2 1
1
n
nn
-
=
Ґ
е ! .
Ответ. Ряд сходится.
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1.4. Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимость 
6. Исследовать на сходимость ряд ( ) .-
-=
Ґ
е 14 11
n
n
n
n
Ответ. Ряд расходится.
7. Исследовать на сходимость ряд ( ) .- +
+
ж
и
з
ц
ш
ч
=
Ґ
е 1 2 122
2
1
n
n
n
n
Ответ. Ряд сходится абсолютно.
8. Исследовать на сходимость ряд ( ) .-
+=
Ґ
е 1 12 11
n
n n
Ответ. Ряд сходится условно.
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2. Функциональные ряды
2.1. Определение функционального ряда.  
Область сходимости функционального ряда
Ряд
 u x u x u x u xn1 2 3( ) ( ) ... ( ) ... ( ) ...+ + + + + + ,
члены которого есть функции от х, называется функциональ‑
ным рядом.
Придавая х определенные числовые значения, получаем раз-
личные числовые ряды, которые могут сходиться или расхо-
диться.
Область сходимости функционального ряда — это совокуп-
ность значений х, при которых функции
 u x u x u xn1 2( ), ( ),..., ( ),...
определены и ряд u xn
n
( )
=
Ґ
е
1
 — сходится.
Областью сходимости чаще всего служит какой-нибудь про-
межуток оси OX.
Каждому значению из области сходимости соответствует 
определенное значение величины
 lim ( ) ( )
n n
n
u x S x
®Ґ
=
Ґ
е =
1
.
S x( ) называется суммой функционального ряда.
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2.1. Определение функционального ряда. Область сходимости функционального ряда 
Представим S x( ) в виде
 S x S x R xn n( ) ( ) ( ),= +
где S x u x u x R x u xn n n n( ) ( ) ... ( ), ( ) ( ) ...= + + = ++1 1 .
R xn( ) называется остатком функционального ряда.
Пример. Исследовать сходимость ряда
3 1
121
x
x xn
n
+
+ +
ж
и
з
ц
ш
ч
=
Ґ
е  в точках x x= =1 3, .
Решение
Пусть x =1. Получим числовой ряд 4
31
ж
и
з
ц
ш
ч
=
Ґ
е
n
n
. По признаку Да-
ламбера данный ряд расходится.
Пусть x = 3. Получим числовой ряд 10
131
ж
и
з
ц
ш
ч
=
Ґ
е
n
n
. По признаку Да-
ламбера данный ряд сходится.
Пример. Найти область сходимости функционального ряда
 1
21 n x
n
n ( )+=
Ґ
е .
Решение
Используем признак Даламбера:
lim lim
( )
( )( )
lim
( )n
n
n
n
n
n n
u
u
n x
n x
n
n x x®Ґ
+
®Ґ + ®Ґ
=
+
+ +
=
+ +
=1
1
2
1 2 1 2
1
+
< Ю + >
2
1 2 1x .
Решим неравенство x + >2 1. Получим xО -Ґ - И - +Ґ( ; ) ( ; )3 1 .
Исследуем точки: x x= - = -1 3, .
Пусть x = -1. Получим гармонический ряд 1
1 nn=
Ґ
е . 
Данный ряд расходится.
36
2. Функциональные ряды
Пусть x = -3. Получим знакочередующийся ряд ( )-
=
Ґ
е 1
1
n
n n
. 
По признаку Лейбница данный ряд сходится.
Таким образом, область сходимости данного по условию ряда
 -Ґ -( ]И - +Ґ( ); ;3 1 .
Пример. Найти область сходимости функционального ряда
 ( )
!( )
-
-
-
=
Ґ
е 12 1
2 1
1
n n
n
x
n n
.
Решение
Используем признак Даламбера:
 lim lim !( )
( )!( )
lim
n
n
n
n
n
n n
u
u
x n n
n n x
x
®Ґ
+
®Ґ
+
- ®Ґ
=
-
+ +
=1
2 1
2 1
22 1
1 2 1
2 1
1 2 1
0 1
n
n n
-
+ +
= <
( )( )
 .
Поэтому область сходимости ( ; )-Ґ +Ґ .
2.2. Равномерная сходимость функционального ряда
Сходящийся функциональный ряд
 u xn
n
( )
=
Ґ
е
1
называется равномерно сходящимся в некоторой области X, если 
для каждого сколь угодно малого e > 0 найдется такое N О, что 
при n Nі
 R x x Xn( ) < " Оe .
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2.2. Равномерная сходимость функционального ряда
При этом сумма S x( ) равномерно сходящегося ряда u xn
n
( )
=
Ґ
е
1
 
в области X, где u x nn( ) ( , ,...)=1 2  — непрерывные функции, есть 
непрерывная функция.
Признаки равномерной сходимости рядов
1. Признак Вейерштрасса
Если функции u x u x u xn1 2( ), ( ),..., ( ),...  по абсолютной вели-
чине не превосходят в некоторой области X положительных чи-
сел a a a1 2, ,..., ,...n , причем числовой ряд
 a a a a1 2 3+ + + + +... ...n
сходится, то функциональный ряд
 u x u x u xn1 2( ) ( ) ... ( ) ...+ + + +
в этой области сходится равномерно.
2. Признак Абеля
Рассмотрим ряд
 a x b x a x b x a x b x a x b xn n
n
n n( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ...= + + + +
=
Ґ
е 1 1
1
2 2  (2.1)
Пусть ряд b xn
n
( )
=
Ґ
е
1
 сходится равномерно в области D, а функ-
ции a xn( ) (при каждом х) образуют монотонную последователь-
ность и в совокупности (при любых x, n) ограничены:
 a x Kn( ) Ј .
Тогда ряд (2.1) сходится равномерно в области D.
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2. Функциональные ряды
3. Признак Дирихле
Пусть частичные суммы B xn( ) ряда b xn
n
( )
=
Ґ
е
1
 в совокупности 
(при любом x, n) ограничены:
 B x Mn( ) ,Ј
а функции a xn( ) (при каждом x) образуют монотонную после-
довательность, которая сходится к 0 равномерно в области D. 
Тогда и ряд (2.1) сходится равномерно в этой области.
Пример. С помощью признака Вейерштрасса показать, что ряд
 12
1 n
nxn
n
sin
=
Ґ
е
сходится равномерно на промежутке ( ; )-Ґ +Ґ .
Решение
Так как
 1 12 2n
nx
n
nsin Ј
и ряд 12
1 nn=
Ґ
е  сходится, то данный по условию ряд сходится рав-
номерно при любых значениях x.
Мажорируемые ряды
Функциональный ряд
 u xn
n
( )
=
Ґ
е
1
 (2.2)
называется мажорируемым в некоторой области изменения х, 
если существует такой сходящийся числовой ряд
 a a a an n
n
1 2
1
+ + + + =
=
Ґ
е... ...  (2.3)
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2.3. Свойства функциональных рядов
с положительными членами, что для всех значений x из данной 
области выполняются соотношения
 u x a u x a u x an n1 1 2 2( ) , ( ) , ..., ( )Ј Ј Ј .
Говорят, что ряд (2.2) мажорируется рядом (2.3), или ряд (2.3) 
служит мажорантным для ряда (2.2).
Теорема. Сумма ряда непрерывных функций, мажорируе-
мого на некотором отрезке a b, ,[ ]  есть функция непрерывная 
на этом отрезке.
2.3. Свойства функциональных рядов
Теорема 1. Если ряд u xn
n
( ),
=
Ґ
е
1
 где u x u x u x1 2 3( ), ( ), ( )... — непре-
рывные функции, равномерно сходится в некоторой области X 
и имеет сумму S x( ), то ряд
 u x dx u x dx u x dx
a
b
a
b
n
a
b
1 2( ) ( ) ... ( ) ...т т т+ + + +
сходится и имеет сумму S x dx a b X
a
b
( ) , , .т [ ]О
Теорема 2. Пусть функции u x u x u xn1 2( ), ( ),..., ( ),... определены 
в некоторой области X и имеют в этой области непрерывные 
производные ў ў ўu x u x u xn1 2( ), ( ), ..., ( ),.... Если в этой области ряд 
u xn
n
( )
=
Ґ
е
1
 сходится и ряд ў
=
Ґ
еu xn
n
( )
1
 сходится равномерно, то его сум-
ма равна производной от суммы первоначального ряда
 ў = мн
о
ь
э
ю
ў
=
Ґ
=
Ґ
е еu x u xn
n
n
n
( ) ( )
1 1
.
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2. Функциональные ряды
Задачи для самостоятельного решения
1. Найти область сходимости ряда 2
12
n
n
n n x +( )=
Ґ
е .
Ответ. xО -Ґ -( ]И Ґ( ); ; .3 1
2. Найти область сходимости ряда 5
0
n n
n
x
=
Ґ
е .
Ответ. xО -ж
и
з
ц
ш
ч
1
5
1
5
; .
3. Найти область сходимости ряда x
n
n
n=
Ґ
е
1
.
Ответ. xО -[ )11, .
4. Проверить, что ряд cosnxn
n 20=
Ґ
е  равномерно сходится на всей 
числовой прямой.
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3. Степенные ряды
3.1. Определение степенного ряда. Теорема Абеля
Степенным рядом называется функциональный ряд вида
 a x a a x a x a xn n n n
n
= + + + + +
=
Ґ
е 0 1 2 2
0
..... ... ; (3.1)
или вида
 a x x a a x x a x xn n
n
( ) ( ) ( ) ...- = + - + - +
=
Ґ
е 0
0
0 1 0 2 0
2 , (3.2)
где x a a a0 0 1 2, , , ,... — действительные числа.
Областью сходимости степенного ряда всегда является неко-
торый интервал, который, в частности, может вырождаться 
в точку.
Теорема Абеля
1. Если степенной ряд (3.1) сходится при x x= №0 0, то он аб-
солютно сходится при всех значениях x, удовлетворяющих нера-
венству
 x x< 0 .
2. Если ряд (3.1) расходится при некотором значении x0ў, 
то он расходится при всяком x, для которого
 x x> ў0 .
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3. Степенные ряды
Доказательство
1. Так как ряд a xn n
n
0
1=
Ґ
е  сходится, то lim
n n
na x
®Ґ
=0 0. Следователь-
но, $ >M 0 такое, что все члены ряда по абсолютной величине 
меньше M, то есть
 a x Mn n0 Ј .
Перепишем равенство (3.1) в виде
 a a x x
x
a x
x
x
a x
x
xn
n
n
0 1 0
0
2 0
2
0
2
0
0
+
ж
и
з
ц
ш
ч +
ж
и
з
ц
ш
ч + +
ж
и
з
ц
ш
ч +... ...  (3.3)
и рассмотрим ряд из абсолютных величин его членов:
 a a x x
x
a x
x
x
a x
x
xn
n
n
0 1 0
0
2 0
2
0
2
0
0
+ + + + +... ... (3.4)
Члены этого ряда меньше соответствующих членов ряда
 M M x
x
M
x
x
M
x
x
n
+ + + + +
0 0
2
0
... ... (3.5)
При x x< 0  ряд (3.5) представляет собой геометрическую про-
грессию со знаменателем x
x0
1<  и, следовательно, сходится.
Так как члены ряда (3.4) меньше соответствующих членов 
ряда (3.5), то ряд (3.4) сходится. Значит ряд (3.3) или (3.1) схо-
дится (сходится абсолютно).
2. Если бы в какой-то точке x, удовлетворяющей условию 
x x> ў0 , ряд сходился, то в силу (1) он должен был бы сходить-
ся и в точке x0ў, так как x x0ў < . Но это противоречит условию, 
что в точке x0ў ряд расходится. Следовательно, ряд расходится 
и в точке x.
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3.2. Методы нахождения интервала сходимости степенного ряда
Теорема Абеля позволяет судить о расположении точек схо-
димости и расходимости степенного ряда.
Если x0 — точка сходимости, то весь интервал ( ; )- x x0 0  за-
полнен точками абсолютной сходимости.
Обозначим x R0 =  — радиус сходимости, ( ; )-R R  — интервал 
сходимости степенного ряда.
1. Пусть R > 0. Если x R< , то при всех x ряд сходится абсо-
лютно. Если x R> , то при всех x ряд расходится.
2. Пусть R = 0. Ряд сходится только в точке 0 (или x0).
3. Пусть R = Ґ. Ряд сходится на всей числовой оси ОХ.
На концах интервала вопрос о сходимости (расходимости) 
решается индивидуально для каждого конкретного ряда.
Рассмотрим ряд (3.2). Если x0 0= , то получим ряд (3.1).
Определим область сходимости ряда (3.2).
Пусть x x X- =0 , тогда
 a a X a X a X0 1 2 2 3 3+ + + + ...
X R<  — интервал сходимости ряда (3.2). Получим
 x x R- <0 ,
 x R x x R0 0- < < + .
Точки x x R= ±0  исследуются на сходимость отдельно.
3.2. Методы нахождения интервала сходимости 
степенного ряда
1. Если a ii n№ =0 0 1( , , ..., ), то есть ряд содержит все целые 
положительные степени разности x x- 0, то
 R a
an
n
n
=
®Ґ
+
lim
1
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3. Степенные ряды
при условии, что этот предел существует (конечный или бес-
конечный).
Пример. Исследовать на сходимость ряд
 ( )x
n
n
n
-
=
Ґ
е 2 12
1
.
Решение
 a
n
a
nn n
= =
++
1 1
12 1 2
,
( )
.
Найдем радиус сходимости.
 R n
nn
=
+
=
®Ґ
lim
( )1
1
2
2 .
Решим неравенство
 x - <2 1.
Получим интервал
 1 3< <x .
Исследуем отдельно точки x x= =1 3, .
Пусть x =1. Получим знакочередующийся ряд
 ( )-
=
Ґ
е 1 1
1
2
n
n n
,
который сходится по признаку Лейбница.
Пусть x = 3. Получим числовой ряд
 12
1 nn=
Ґ
е ,
который сходится (по интегральному признаку Коши).
Таким образом, данный по условию ряд сходится в области 
1 3Ј Јx .
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3.2. Методы нахождения интервала сходимости степенного ряда
2. Если исходный ряд имеет вид
 a a x x a x x a x xp p n np0 1 0 2 0 2 0+ - + - + + - +( ) ( ) ... ( ) ...
(p — некоторое определенное целое положительное число 2,3…), 
то
 R a
a
n
n
p=
+
lim
1
.
3. Если среди коэффициентов ряда есть равные нулю, и по-
следовательность оставшихся в ряду показателей степеней раз-
ности x x- 0 любая (то есть не образует арифметическую про-
грессию), то радиус сходимости равен
 R
a
a
n
n
n
n= №
®Ґ
1
0
lim
, .
4. Во всех случаях интервал сходимости можно находить, 
применяя непосредственно признак Даламбера или Коши 
к ряду, составленному из абсолютных величин членов исход-
ного ряда:
 lim
| |
, lim
n
n
n
n n
n
u
u
u
®Ґ
+
®Ґ
< <1 1 1.
Пример. Исследовать на сходимость ряд
 ( )x
n
n
n
n
+
Ч=
Ґ
е 151 .
Решение
Применяем признак Даламбера:
 lim lim ( )
( ) ( )n
n
n
n
n n
n n
u
u
x n
n x
x
®Ґ
+
®Ґ
+
+=
+ Ч Ч
+ Ч Ч +
= + <1
1
1
1 5
1 5 1
1
5
1 1.
Решим неравенство x + <1 5. Получим - < <6 4x .
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3. Степенные ряды
Исследуем отдельно точки x x= - =6 4, .
Пусть x = -6. Получим знакочередующийся ряд
 ( )-
=
Ґ
е 1 1
1
n
n n
,
который сходится по признаку Лейбница.
Пусть x = 4. Получим гармонический ряд
 1
1 nn=
Ґ
е ,
который расходится.
Таким образом, данный по условию ряд сходится в области 
- Ј <6 4x .
3.3. Дифференцирование и интегрирование  
степенных рядов
Ряд, полученный почленным дифференцированием (инте-
грированием) степенного ряда, имеет тот же интервал сходи-
мости и его сумма внутри интервала сходимости равна произ-
водной (интегралу) от суммы первоначального ряда.
Если S x a x xn n
n
( ) ( )= -
=
Ґ
е 0
0
, то
  ў = - = -
+
- < --
=
Ґ +
=
Ґ
е етS x na x x S x
a x x
n
R x xn
n
n
n
n
na
x
( ) ( ) , ( )
( )
,0
1
1
0
1
0 1
0 <R.
47
3.4. Разложение функций в степенные ряды
3.4. Разложение функций в степенные ряды
Всякая функция, бесконечно дифференцируемая в интер-
вале x x R- <0 , то есть
 x R x x R0 0- < < +
может быть разложена в этом интервале в сходящийся к ней 
степенной ряд Тейлора
f x f x
f x
x x
f x
x x
f x
n
x
n
( ) ( )
( )
!
( )
( )
!
( ) ...
( )
!
(
( )
= +
ў
- +
ўў
- +0
0
0
0
0
2 0
1 2
- +x n0) ...,
если в этом интервале выполняется условие
 lim ( ) lim ( )
( )!
( )
( )
n n n
n
nR x
f c
n
x x
®Ґ ®Ґ
+
+=
+
- =
1
0
1
1
0,
где R xn( ) — остаточный член формулы Тейлора (остаток ряда),
 c x x x= + - < <0 0 0 1Q Q( ), .
При x0 0=  получим ряд Маклорена
 f x f f x f x f
n
x
n
n( ) ( )
( )
!
( )
!
...
( )
!
...= +
ў
+
ўў
+ + +0
0
1
0
2
02 .
Теорема 1
Для того чтобы ряд Тейлора функции f x( ) сходился к f x( ) 
в точке x, необходимо и достаточно, чтобы остаточный член 
R xn( ) удовлетворял условию:
 lim ( )
n n
R x
®Ґ
= 0.
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3. Степенные ряды
Теорема 2 (достаточное условие разложимости функции в ряд 
Тейлора)
Если в некотором интервале, содержащем точку x0, при лю-
бом n выполняется неравенство
 f x Mn( )( ) ,<
где М — положительная постоянная, то
 lim
n n
R
®Ґ
= 0
и f x( ) разложима в ряд Тейлора.
Разложение элементарных функций в ряд Тейлора
Рассмотрим разложения в ряд Тейлора некоторых элемен-
тарных функций.
1. f x x( ) sin= .
Данная функция имеет производные любого порядка, 
причем
 (sin ) sin , , , , ... , ( ; )( )x x n n xn = +ж
и
з
ц
ш
ч Ј = О -Ґ +Ґ
p
2
1 0 1 2 .
 
f x x f
f x x x f
f x
( ) sin , ( ) ,
( ) cos sin , ( ) ,
( )
= =
ў = = +ж
и
з
ц
ш
ч ў =
ўў = -
0 0
2
0 1
p
sin sin , ( ) ,
( ) cos sin
x x f
f x x x
= + Чж
и
з
ц
ш
ч ўў =
ўўў = - = - +ж
и
з
ц
ш
2
2
0 1
2
p
p
ч = + Ч
ж
и
з
ц
ш
ч ўўў = -
= + Чж
и
з
ц
ш
ч
sin , ( ) ,...
( ) sin ,( )
x f
f x x n fn
3
2
0 1
2
p
p ( )( ) sin .n
n
0
2
=
p
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3.4. Разложение функций в степенные ряды
Ряд будет иметь вид
 sin
! !
... ( )
( )!
... ,x x
x x x
n
xn
n
= - + + + -
-
+ -Ґ < < +Ґ-
-3 5
1
2 1
3 5
1
2 1
. (3.6)
2. f x x( ) cos= .
Заметим, что cos (sin )x x= ў. Продифференцируем ряд (3.6) 
и получим
 cos
! ! !
... ( )
( ) !
...,
( )
x
x x x x
n
xn
n
= - + - + + -
-[ ]
+ -Ґ <-
-
1
2 4 6
1
2 1
2 4 6
1
2 1
< +Ґ.
3. f x ex( )= .
Данная функция имеет производные всех порядков на интер-
вале ( ; )-a a , где a > 0 — любое число, причем f x e e nn x a( )( ) , ( , , ,...)= < = 0 1 2 
f x e e nn x a( )( ) , ( , , ,...)= < = 0 1 2 . Так как f en( )( )0 10= = , то получаем ряд
 e x x x x
n
xx
n
= + + + + + + -Ґ < < +Ґ1
2 3
2 3
! !
...
!
..., .
4. f x x( ) arctg= .
Данную функцию можно представить следующим образом
 arctgx dt
t
x
=
+т1 20
.
По формуле суммы бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии имеем
 1
1
1
2
2 4 6
+
= - + - +
t
t t t ....
Тогда
 arctg ( ...) ...x t t t dt x x x x
x
= - + - + = - + - +т 1 3 5 7
2 4 6
3 5 7
0
 .
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3. Степенные ряды
Область сходимости: - Ј Ј1 1x .
Итак,
 arctg ...( ) ...,x x x x x x
n
xn
n
= - + - + -
-
+ - Ј Ј-
-3 5 7
1
2 1
3 5 7
1
2 1
1 1.
5. f x x( ) ln= .
Разложим в ряд по степеням ( )x -1 .
Заметим, что 1
x
x= ( )ўln .
1 1
1 1x x
=
+ -( )
 — сумма бесконечно убывающей геометриче-
ской прогрессии со знаменателем q x= - -( )1 .
 1 1 1 1 1 1 12 3
x
x x x xn n= - - + - - - + + - - +( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) .... (3.7)
Область сходимости: q x x< Ю - < Ю < <1 1 1 0 2.
Интегрируем почленно ряд (3.7)
 dt
t
t
t t t
n
x
n
n
x
1
2 3 1
1
1
2
1
3
1
1
1т = -
-
+
-
- + -
-
+
+
й
л
к
щ
ы
ъ
+( ) ( )
... ( )
( )
... .
Итак,
   ln ( ) ( ) ( ) ...( ) ( ) ...,x x x x
n
x xn n= - - - + - + - - + < Ј-1
1
2
1
1
3
1 1
1
1 0 22 3 1 .
6. f x x( ) ln( )= +1 .
Заметим, что
 (ln( )) ...,x
x
x x x x+ ў =
+
= - + - + - < <1
1
1
1 1 12 3 .
Проинтегрируем
 dt
t
t t t dt x
x x xxx
+
= - + - + = - + - +тт 1 1 2 3 4
2 3
2 3 4
00
( ...) ...
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3.4. Разложение функций в степенные ряды
Итак,
 ln( ) ... ( ) ...,x x x x x x
n
xn
n
+ = - + - + + - + - < Ј+1
2 3 4
1 1 1
2 3 4
1 .
7. f x x mm( ) ( ) ,= +1  — любое действительное число.
Вычислим производные:
f x x
f x m x f m
f x m m
m
m
( ) ( ) , ( ) ,
( ) ( ) , ( ) ,
( ) ( )(
= + =
ў = + ў =
ўў = - +
-
1 0 1
1 0
1 1
1
x f m m
f x m m m n x
m
n m n
) , ( ) ( ),...
( ) ( )....( ( ))( ) ,( )
-
-
= -
= - - - +
2 0 1
1 1 1 f m m m nn( )( ) ( )...( ( )).0 1 1= - - -
Составим ряд
( )
( )
!
( )( )
!
...
...( ( ))
!
1 1
1
2
1 2
3
12 3+ = + +
-
+
- -
+ +
- -
x mx
m m
x
m m m
x
m m n
n
m xn + ....
Найдем область сходимости по признаку Даламбера
lim lim
( )...( )
( )!
:
( )...( (
n
n
n
n
nu
u
m m m n x
n
m m m n
®Ґ
+
®Ґ
+
=
- -
+
- -1
11
1
1 -
=
-
+
=
®Ґ
1
1
))
!
lim
( )x
n
x n m
n
x
n
n
,
 x x< Ю - < <1 1 1.
При m xі - < <0 1 1;
при - < < - < Ј1 0 1 1m x ;
при m xЈ - - < <1 1 1.
8. f x x f x x( ) , ( )= =sh ch .
 sh
! !
...
( )!
,x
e e
x
x x x
n
x
x x n
=
-
= + + + +
-
-Ґ < <Ґ
- -
2 3 5 2 1
3 5 2 1
.
 ch
! ! !
...
( ( ))!
...,
( )
x
e e x x x x
n
x
x x n
=
+
= + + + + +
-
+ -Ґ <
- -
2
1
2 4 6 2 1
2 4 6 2 1
<Ґ.
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3. Степенные ряды
Пример. Разложить функцию f x
x
( )=
-
1
5
 в ряд Тейлора 
по степеням ( )x -6 .
Решение
Разложить в ряд Тейлора — это значит:
1. Составить формально этот ряд.
2. Найти его область сходимости.
3. Доказать, что для всех x из области сходимости lim ( )
n n
R x
®Ґ
= 0.
1. Вычислим производные
 
y
x
y
y
x
y
y
x
y
=
-
=
ў = -
-
ў = -
ўў =
-
ўў =
ў
1
5
6 1
1
5
6 1
2
5
6 2
2
3
, ( ) ,
( )
, ( ) ,
( )
, ( ) !,
ўў = -
Ч
-
ўўў = -
=
-
-
=+
y
x
y
y
n
x
yn
n
n
n
2 3
5
6 3
1
5
6
4
1
( )
, ( ) !,
( ) !
( )
, ( ) (( ) ( ) -1) !.nn
Составим формально ряд
 1
5
1
1
1
6
2
2
6
3
3
6 1 62 3
x
x x x xn n
n-
= +
-
- + - - - + = - -
Ґ
е! ( )
!
!
( )
!
!
( ) ... ( ) ( ) .
Остаточный член будет иметь вид
 R x f c
n
x x c x x xn
n
n( )
( )
( )!
( ) , ( ), ;
( )
=
+
- = + - < <
+
+
1
0
1
0 01
0 1q q
 R x n
c n
x
x
n
n
n
n
n n
( )
( ) ( )!
( ) ( )!
( )
( ) ( )
(
=
- +
- +
- =
- -+
+
+
+ +1 1
5 1
6
1 61
2
1
1 1
c
c x
n-
= + -+5
6 6
2)
, ( ).q
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3.4. Разложение функций в степенные ряды
2. Найдем область сходимости ряда. Используем признак 
Даламбера
 lim lim
( )
( )
, .
n
n
n
n
n
n
u
u
x
x
x x
®Ґ
+
®Ґ
+
=
-
-
= - < < <1
16
6
6 1 5 7
Пусть x = 5, тогда получим ряд ( ) ( ) ...- - = + +
=
Ґ
е 1 1 1 1
0
n n
n
, который 
расходится.
Пусть x = 7, тогда получим ряд ( )-
=
Ґ
е 1
1
n
n
, который также рас-
ходится.
Область сходимости ряда: xО( ; )5 7 .
3. Докажем, что для всех x из области сходимости lim ( )
n n
R x
®Ґ
= 0.
Для всех xО( ; )5 7  имеем
с x- > - <5 1 6 1, ,
lim lim
( ) ( )
( )
lim
( )
n n n
n n
n n
n
R
x
c c
x
®Ґ ®Ґ
+ +
+ ®Ґ
+
=
- -
-
=
-
-
-1 6
5
1
5
61 1
2
1
c
n
-
ж
и
з
ц
ш
ч =
+
5
0
1
.
Итак,
1
5
1 6 5 7
0x
x xn n
n-
= - - О
=
Ґ
е( ) ( ) , ( ; ).
Задачи для самостоятельного решения
1. Найти область и радиус сходимости степенного ряда 
x
n
n
n
n
+( )
Ч -=
Ґ
е
2
2 11
.
Ответ. На промежутке -[ )4 0;  заданный ряд сходится, ради-
ус сходимости R = 2.
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3. Степенные ряды
2. Найти область и радиус сходимости степенного ряда xn
n
.
=
Ґ
е
1
Ответ. Область сходимости степенного ряда -( )11; , радиус 
сходимости R =1.
3. Найти область и радиус сходимости степенного ряда x
n
n
n
n
.
=
Ґ
е
1
Ответ. Ряд сходится абсолютно в каждой точке числовой 
прямой -Ґ Ґ( ); .
4. Разложить функцию f x x( ) = +1 2  в степенной ряд с цен-
тром в точке x0 0= .
Ответ. 1
2
1
1 3 5 2 3
2
2
1 2
2
+ + -( ) Ч Ч Ч Ч -( )( )
+
=
Ґ
еx
n
n
x
n n
n
...
!!
.
5. Разложить функцию f x x( ) = sin2  в степенной ряд.
Ответ. -( ) Ч( )
+
-
=
Ґ
е 1 2 2
1
2 1 2
1
n
n n
n
x
n !
.
6. Разложить функцию f x x( ) = -( )ln 3  в ряд Маклорена.
Ответ. ln .3
3 1
1
1
0
-
Ч +( )
+
+
=
Ґ
е x n
n
n
n
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4. Приложения степенных рядов
4.1. Приближенные вычисления значений функции
Для вычисления приближенного значения функции f x( ) в ее 
разложении в степенной ряд сохраняют первые n членов (n — 
конечная величина), а остальные члены отбрасывают. Для оцен-
ки погрешности найденного приближенного значения нужно 
оценить сумму отброшенных членов. Если данный ряд знако-
постоянный, то ряд, составленный из отброшенных членов, 
сравнивают с бесконечно убывающей геометрической прогрес-
сией. В случае знакопеременного ряда, члены которого удов-
летворяют признаку Лейбница, используется оценка R un n< +1 , 
где un+1 — первый из отброшенных членов ряда.
Приближенное вычисление значения функции в точке.
Пример. Вычислить cos10 с точностью до 0,0001.
Решение
Используем разложение функции cos x  в ряд
 cos
! ! !
... ( )
( ) !
...,
( )
x
x x x x
n
xn
n
= - + - + + -
-[ ]
+ -Ґ <-
-
1
2 4 6
1
2 1
2 4 6
1
2 1
< +Ґ.
Переведем градусы в радианы
 10
180 18
0 17453

Ч = »
p p
, .
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4. Приложения степенных рядов
Подставим в разложение cos x  вместо x число 0,17453, по-
лучим
 cos ( , )
!
( , )
!
...10 1
0 17453
2
0 17453
4
2 4
 = - + + .
Третий член ряда меньше заданной точности, то есть
 ( , )
!
,
0 17453
4
0 0001
4
< .
Так как ряд знакочередующийся, то
 R u2 3 0 0001< < , ,
то есть погрешность от отбрасывания всех членов ряда, начи-
ная с третьего, меньше 0,0001.
Таким образом,
 cos , ;10 1 0 01523 » -
 cos , .10 0 9848 »
4.2. Приближенные вычисления  
определенных интегралов
Ряды применяются для приближенного вычисления неопре-
деленных и определенных интегралов в случаях, когда перво-
образная не выражается в конечном виде через элементарные 
функции, либо нахождение первообразной затруднительно.
Пример. Вычислить интеграл J e dxx= -т
2
0
0 25,
 с точностью 
до 0,001.
Решение
Используем разложение функции ex в ряд
 e x x x x
n
xx
n
= + + + + + + -Ґ < < +Ґ1
2 3
2 3
! !
...
!
..., .
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4.3. Решение дифференциальных уравнений с помощью рядов
Подставим в разложение ex вместо x выражение -x2, полу-
чим
 e x x x xx- = - + - + -Ґ < < +Ґ
2
1
1 2 3
2 4 6
! ! !
..., .
Вычислим интеграл
e dx x
x x
dx x
xx-т т= - + - + = - +
2
0
0 25
2
4 6
0
0 25
3
0
0 25
0
0 25
1
2 3 3
,
,
, ,
(
! !
...)
x x5
0
0 25 7
0
0 25
10 42
, ,
...- + =
 = -
Ч Ч
+
Ч Ч
+
1
4
1
1 3 4
1
2 5 43 5! !
....
Так как
 1
2 5 4
0 001
5!
,
Ч Ч
< ,
то
 e dxx-т » - =
2
0
0 25 1
4
1
192
0 245
,
, .
4.3. Решение дифференциальных уравнений 
с помощью рядов
Если решение дифференциального уравнения не выражает-
ся через элементарные функции в конечном виде или способ 
его решения слишком сложен, то для приближенного решения 
уравнения можно воспользоваться рядом Тейлора.
Рассмотрим на примерах два метода решения дифференци-
альных уравнений с помощью рядов.
Метод неопределенных коэффициентов
Данный метод наиболее удобен для интегрирования линей-
ных дифференциальных уравнений с переменными коэффи-
циентами.
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4. Приложения степенных рядов
Пример. Найти решение дифференциального уравнения,
 ў = + =y x y y2 0 1, ( ) ,
используя метод неопределенных коэффициентов.
Решение
Решение будем искать в виде ряда:
 y x c c x c x c x( ) ...= + + + +0 1 2 2 3 3 .
Продифференцируем последнее равенство по x
 ў = + + +y x c c x c x( ) ...1 2 3 22 3 .
Подставим y x y x( ), ( )ў  в данное по условию уравнение и за-
тем приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x:
 c c x c x x c c x c x c x1 2 3 2 2 0 1 2 2 3 32 3+ + + = + + + + +... ...,
 
x c c
x c c
x c c
x c c
0
1 0
1
2 1
2
3 2
3
4 3
2
3 1
4
: ,
: ,
: ,
: , ... .
=
=
= +
=
Определяем коэффициенты:
 c y c c c c0 1 2 3 40 1 1
1
2
1
2
1
8
= = = = = =( ) , , , , .
Таким образом,
 y x x x x x( ) ...= + + + + +1
2 2 8
2 3 4
.
Метод последовательного дифференцирования
Метод последовательного дифференцирования применим 
для решения дифференциальных уравнений любого порядка.
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4.3. Решение дифференциальных уравнений с помощью рядов
Пример. Найти решение дифференциального уравнения
 ў = - =y x y y2 2 1 0 1, ( ) ,
используя метод последовательного дифференцирования.
Решение
Решение будем искать в виде
 y x y y x y x y
n
x
n
n( ) ( )
( )
!
( )
!
...
( )
!
...
( )
= +
ў
+
ўў
+ + +0
0
1
0
2
02 .
Вычислим значения производных ў ўў ўўўy y y( ), ( ), ( ), ...0 0 0 :
 
ў = - ў = -
ўў = + ў ўў =
ўўў =
y x x y y
y x xy x yy y
y y
( ) , ( ) ;
( ) , ( ) ;
2 2
2 2
2
1 0 1
2 2 0 0
2 + ў+ ў + ў ў =
= + ў + ў + ў + ўў ўў
4 4 2
2 4 4 2 2
2
2 2 2 2
xyy xyy x yy
y xyy xyy x y x yy
( )
, ў =y ( ) , ... .0 2
Подставляя найденные значения производных в искомый 
ряд, получим
 y x x x( ) ( ) ...= + - + -1 1
3
3 .
Задачи для самостоятельного решения
1. Используя соответствующий ряд, вычислить cos18 с точ-
ностью до 10 4- .
Ответ. 0,9511.
2. Используя соответствующий ряд, вычислить 6304  с точ-
ностью до 10 4- .
Ответ. 5,0100.
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4. Приложения степенных рядов
3. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить 1 2
0
1
2 -
т
cos
.
x
x
dx
Ответ. 0,2483 с точностью до 10 4- .
4. Взяв шесть членов разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить e dxx-т
2
0
1
.
Ответ. 0,747 с точностью до 10 3- .
5. Найти первые четыре члена (отличных от нуля) разложе-
ния в ряд решения дифференциального уравнения
 ў = + + ( ) =y x x y y2 3 0 22 2 .
Ответ. y x x x x( ) = + + + +2 4 19
2
56
3
2 3 ... .
6. Найти первые три члена (отличных от нуля) разложения 
в ряд решения дифференциального уравнения
 ўў = ў - + ( ) = ў( ) =y xy y e y yx 0 1 0 0, .
Ответ. y x x x( ) = + +1 1
6
1
24
3 4....
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5. Ряды Фурье
5.1. Тригонометрические ряды. Теорема Дирихле
При изучении периодических процессов, то есть процессов, 
которые через определенный промежуток времени повторяют-
ся, целесообразнее разлагать периодические функции, описы-
вающие эти процессы, не в степенной ряд, а в тригонометри-
ческий ряд.
Функциональный ряд вида
 a a x b x a nx b nxn n0 1 12
+ + + + + + =cos sin ... cos sin ...
 = + +
=
Ґ
еa a nx b nxn n
n
0
12
( cos sin ) (5.1)
называется тригонометрическим рядом.
Действительные числа a a b nn n0 1 2, , ( , , ...)=  называются коэф‑
фициентами тригонометрического ряда.
Запишем формулы, которые в дальнейшем понадобятся.
Пусть m и n являются целыми положительными числами, 
тогда имеют место следующие формулы
 cos
sin
, ( ),
( );
nxdx
nx
n
n
x n
=
= №
= =
м
н
пп
о
п
п
-
-
-
т p
p
p
pp
p
p
0 0
2 0
 (5.2)
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 sinnxdx =
-
т 0
p
p
 при любом n; (5.3)
cos cos (cos( ) cos( ) )
, ( ),
, (
mx nxdx m n x m n x dx
m n
m n
Ч = + + - =
№
=-
т
1
2
0
p
p
p );
м
н
о-
т
p
p
 (5.4)
 sin cos (sin( ) sin( ) ) ;mx nxdx m n x m n x dxЧ = + + - =
- -
т т
1
2
0
p
p
p
p
 (5.5)
sin sin (cos( ) cos( ) )
, ( ),
, (
mx nxdx m n x m n x dx
m n
m n
Ч = - - + =
№
=-
т
1
2
0
p
p
p ).
м
н
о-
т
p
p
 (5.6)
Формулы (5.2)- (5.6) показывают, что семейство функций
 1 2 2 3 3, cos , sin , cos , sin , cos , sin , ... ,cos , sin , ...x x x x x x nx nx
обладают свойством ортогональности: интеграл от произведе-
ния любых двух функций этого семейства на интервале, имею-
щем длину 2p, равен нулю.
Формулы (5.2)–(5.6) справедливы и в случае, когда область 
интегрирования есть отрезок [ ; ]0 2p .
Пусть функция f x( ) — произвольная периодическая функ-
ция с периодом 2p. Предположим, что функция f x( ) разлагает-
ся в тригонометрический ряд:
 f x a a nx b nxn n
n
( ) ( cos sin )= + +
=
Ґ
е0
12
. (5.7)
Так как функция f x( ) (и сумма ряда) имеет период 2p, то ее 
можно рассматривать в любом промежутке длины 2p. В каче-
стве основного промежутка возьмем отрезок [ ; ]-p p  (можно взять 
отрезок [ ; ]0 2p ). Предположим, что ряд (5.7) на этом отрезке мож-
но почленно интегрировать. Найдем коэффициенты an и bn, про-
интегрировав обе части равенства (5.7) в пределах от -p до p:
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 f x dx a dx a nxdx b nxdxn n
n
( ) cos sin
- - - -=
т т т т= + +
ж
и
зз
ц
ш
чч
p
p
p
p
p
p
p
p
0
2 1
Ґ
е =
 = =
-
т
a
dx a0 02p
p
p .
Итак,
 a f x dx0
1
=
-
тp p
p
( ) . (5.8)
Умножим обе части равенства (5.7) на cosmx  и проинтегри-
руем полученный ряд в пределах от -p до p:
 
f x mxdx
a
mxdx a mx nxdx b mn n
( )cos
cos cos cos cos
-
- -
т
т т
=
= + Ч +
p
p
p
p
p
p
0
2
x nxdx
n
Ч
ж
и
зз
ц
ш
чч
-=
Ґ
те sin
p
p
1
.
Пусть m n= , тогда
 f x nxdx an( )cos
-
т =
p
p
p.
Получаем, что
 a f x nxdx nn = =
-
т
1
1 2 3
p p
p
( )cos , , , ,.... (5.9)
Аналогично, умножив, равенство (5.7) на sinmx и проинте-
грировав полученный ряд в пределах от -p до p, найдем:
 b f x nxdx nn = =
-
т
1
1 2 3
p p
p
( )sin , , , ,.... (5.10)
Тригонометрический ряд (5.1), коэффициенты которого вы-
числяются по формулам (5.8)–(5.10), называется рядом Фурье 
функции f x( ).
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Числа a a b nn n0 1 2, , ( , ,...)= , определяемые по формулам (5.8)– 
(5.10), называются коэффициентами Фурье функции f x( ).
Для функции f x( ) интегрируемой на отрезке [ ; ]-p p  записы-
вают:
 f x a a nx b nxn n
n
( ) ( cos sin ) 0
12
+ +
=
Ґ
е
и говорят: функции f x( ) соответствует (поставлен в соответ-
ствие) ее ряд Фурье. Если ряд Фурье сходится, то его сумму обо-
значим S x( ).
Рассмотрим условия, при которых ряд Фурье функции f x( ) 
сходится и имеет своей суммой функцию f x( ).
Функции, которые имеют период Т = 2p называют 2p‑пери‑
одическими функциями.
Теорема Дирихле
Пусть 2p-периодическая функция f x( ) на отрезке [ ; ]-p p  удов-
летворяет условиям:
1. f x( ) кусочно-непрерывна, то есть непрерывна или имеет 
конечное число точек разрыва I рода;
2. f x( ) кусочно-монотонна, то есть монотонна на всем от-
резке, либо этот отрезок можно разбить на конечное число ин-
тервалов так, что на каждом из них функция монотонна.
Тогда соответствующий функции f x( ) ряд Фурье сходится 
на этом отрезке и при этом:
1. В точках непрерывности функции сумма ряда S x( ) совпа-
дает с самой функцией: S x f x( ) ( )= ;
2. В каждой точке x0 разрыва функции сумма ряда равна:
 S x f x f x( ) ( ) ( )0 0 0
0 0
2
=
- + + ,
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то есть равна среднему арифметическому пределов функции 
f x( ) справа и слева;
3. В точках x = -p и x = p (на концах отрезка) сумма ряда равна
 S S f f( ) ( ) ( ) ( )- = = - + + -p p p p0 0
2
.
Условия 1 и 2 Теоремы Дирихле называются условиями Ди‑
рихле.
Итак, если функция f x( ) удовлетворяет условиям Дирихле, 
то на отрезке [ ; ]-p p  имеет место разложение (5.7):
 f x a a nx b nxn n
n
( ) ( cos sin )= + +
=
Ґ
е0
12
,
где коэффициенты вычисляются по формулам (5.8)- (5.10). Ра-
венство (5.7) может нарушаться только в точках разрыва функ-
ции f x( ) и на концах отрезка [ ; ]-p p .
В силу периодичности исходной функции и суммы ряда Фу-
рье может быть получено указанное разложение во всей обла-
сти определения функции.
Замечания
1. Если функция f x( ) с периодом 2p на отрезке [ ; ]0 2p  удов-
летворяет условиям Дирихле, то для нее имеет место разложе-
ние (5.7), где коэффициенты определяются по формулам
 a f x dx0
0
21
= тp
p
( ) ,
 a f x nxdx nn = =т
1
1 2 3
0
2
p
p
( )cos , , , ,...,
 b f x nxdx nn = =т
1
1 2 3
0
2
p
p
( )sin , , , ,....
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2. Условиям Дирихле удовлетворяют большинство функ-
ций, которые встречаются в математике и ее приложениях. Су-
ществуют функции, не удовлетворяющие условиям Дирихле, 
но при этом разложимые в ряд Фурье, то есть теорема Дирих-
ле дает лишь достаточное условие разложимости, но не необ-
ходимое.
Пример. Разложить в ряд Фурье на отрезке [ ; ]-p p  функцию
 f x
x x
x
x
( )
, ,
, .
=
- - Ј Ј
< Ј
м
н
п
оп
p
p
p
0
0
2
Решение
Построим график функции f x( ) с ее периодическим продол-
жением (рис. 5.1).
y 
3p-            2p-             -p               O                              2p              3p     x           p
Рис. 5.1
Функция удовлетворяет условиям Дирихле, значит она раз-
ложима в ряд Фурье. Вычислим коэффициенты Фурье.
 a f x dx xdx x dx0
0 2
0
1 1 1 5
6
= = - + =
- -
т т тp p p p pp
p
p
p
( ) ;
 a f x nxdxn = =
-
т
1
p p
p
( )cos
 = - +
ж
и
зз
ц
ш
чч =
- -
-
т т
1 3 1 10 2
0
2p p pp
p
x nxdx
x
nxdx
n
n
cos cos
( ) ;
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5.2. Разложение четных и нечетных функций  в ряд Фурье
 b f x nxdxn = =
-
т
1
p p
p
( )sin
 = - +
ж
и
зз
ц
ш
чч =
- -йл щы
-
т т
1 2 1 10 2
0
2 3p p pp
p
x nxdx
x
nxdx
n
n
sin sin
( )
,
 b
n
n
nn
=
-
м
н
п
оп
0
4
2 3
, ,
, .
если четное
если нечетное
p
Итак, разложение функции в ряд будет иметь вид:
 f x
n
nx
n
n x
n
n
( )
( )
cos
( )
sin( )= +
- -
-
-
-
ж
и
з
ц
ш
ч
=
Ґ
е512
3 1 1 4
2 1
2 1
2 2 3
1
p
p p
.
5.2. Разложение четных и нечетных функций  
в ряд Фурье
Если разлагаемая в ряд Фурье на отрезке [ ; ]-p p  функция f x( ) 
является четной (или нечетной), то вычисление коэффициен-
тов Фурье упрощается.
Пусть функция f x( ) четная. Ряд Фурье будет иметь вид
 f x a a nxn
n
( ) cos= +
=
Ґ
е0
12
, (5.11)
где
 a f x dx a f x nxdx nn0
0 0
2 2
= = От тp p
p p
( ) , ( )cos , . (5.12)
Пусть функция f x( ) нечетная. Ряд Фурье будет иметь вид
 f x b nxn
n
( ) sin=
=
Ґ
е
1
, (5.13)
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где
 b f x nxdx nn = От
2
0p
p
( )sin , . (5.14)
Ряды (5.11) и (5.13) называются неполными тригонометри-
ческими рядами, или рядами по косинусам и по синусам соот-
ветственно.
Пример. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x x x( ) ,= - < <p p.
Построим график функции f x( ) с ее периодическим продол-
жением (рис. 5.2).
y 
   3p-            2p-                -p           O                                    2p           3p   x           
 
 
p
Рис. 5.2
Функция удовлетворяет условиям Дирихле, значит она раз-
ложима в ряд Фурье. На интервале ( ; )-p p  функция f x x( )=  
нечетная. Отсюда следует, что ряд Фурье этой функции будет 
содержать только синусы, а при косинусах все коэффициенты 
a nn = =0 0 1 2( , , ,...). Вычислим коэффициенты bn по формуле (5.14)
 b x nxdx
nn
n= = -т +
2
1
2
0
1
p
p
sin ( ) .
Итак, разложение функции в ряд будет иметь вид:
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5.2. Разложение четных и нечетных функций в ряд Фурье 
 f x x nx
n
n
n
( ) ( )
sin
,= = - +
=
Ґ
е2 1 1
1
 x x x x= - + +ж
и
з
ц
ш
ч2 1
2
2
3
3
sin sin sin
... .
В интервале ( ; )-p p  это равенство имеет место в точках непре-
рывности функции f x( ), то есть в данном случае в всех внутрен-
них точках интервала ( ; )-p p . Вне интервала этот ряд изобража-
ет периодическое продолжение рассматриваемой функции.
В точках же разрыва, которыми являются точки ± ±p p, , ...3 , 
сумма ряда равна среднему арифметическому ее левосторонне-
го и правостороннего пределов в этих точках.
Найдем эти пределы
 lim ( ) lim
x x
f x x
® - ® -
= =
p p
p
0 0
, lim ( ) lim
x x
f x x
®- + ®- +
= = -
p p
p
0 0
.
Среднее арифметическое этих пределов
 f f( ) ( )p p p p- + - + = - =0 0
2 2
0.
Во всех точках разрыва этой функции получим то же самое.
Из полученного разложения при x = p
2
 можно получить ин-
тересную сумму
 p
2
2 1
1
3
1
5
1
7
= - + - +ж
и
з
ц
ш
ч... ,
Отсюда следует, что сумма ряда
 1 1
3
1
5
1
7 4
- + - + =...
p.
Пример. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x x x( ) ,= - Ј Јp p.
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Решение
Построим график функции f x( ) с ее периодическим продол-
жением (рис. 5.3).
y 
3- p             2- p            -p              O                  p                2p             3p     x  
Рис. 5.3
Функция удовлетворяет условиям Дирихле, значит она раз-
ложима в ряд Фурье. На интервале ( ; )-p p  функция f x x( )=  чет-
ная. Отсюда следует, что ряд Фурье этой функции будет содер-
жать только постоянную составляющую и косинусы, а при 
синусах все коэффициенты b nn = =0 1 2 3( , , ,...). Вычислим коэф-
фициенты an по формулам (5.12)
 a xdx0
0
2
= =тp p
p
.
 a x nxdx
nn
n= = - -( )т2 2 1 1
0
2p p
p
cos ( ) .
Если n — четное число, то a a a a k2 4 6 2 0= = = = =.... , а если n — 
нечетное число, то a
nn
= -
4
2p
.
Итак, разложение функции в ряд будет иметь вид:
 f x x x x x( ) cos cos cos ...= = - - - -p
p p p2
4
1
4 3
3
4 5
52 2 2
,
 x x x x= - + + +ж
и
з
ц
ш
ч
p
p2
4
1
3
3
5
52 2 2
cos cos cos
... .
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5.3. Разложение в ряд Фурье  функций с произвольным периодом
Так как функция f x x( )=  непрерывна на отрезке [ ; ]-p p , 
то полученный ряд сходится к x  при всех значениях x из этого 
отрезка, а вне этого отрезка — к периодическому продолжению 
этой функции.
Из полученного ряда можно получить интересную сумму. 
Пусть x = 0, тогда
 0
2
4 1
1
1
3
1
52 2 2
= - + + +ж
и
з
ц
ш
ч
p
p
... ,
 p
p2
4 1
1
1
3
1
52 2 2
= + + +ж
и
з
ц
ш
ч... ,
умножая обе части этого равенства на p
4
, получим
 1 1
3
1
5
1
2 1 82 2 2
2
+ + + +
-
+ =...
( )
...
n
p .
5.3. Разложение в ряд Фурье  
функций с произвольным периодом
Пусть функция f x( ), определенная на отрезке [ ; ]-l l , имеет 
период 2l  ( f x l f x( ) ( )+ =2 , где l — произвольное положитель-
ное число) и удовлетворяет на этом отрезке условиям Дирихле.
Сделаем подстановку x l t=
p
. Преобразуем функцию f x( ) 
в функцию j
p
( )t f
l
t= ж
и
з
ц
ш
ч, которая определена на отрезке [ ; ]-p p  
и имеет период T = 2p.
Разложение функции j( )t  в ряд Фурье на отрезке [ ; ]-p p  име-
ет вид
 j( ) ( cos sin )t a a nt b ntn n
n
= + +
=
Ґ
е0
12
,
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где
 a t ntdt nn = =
-
т
1
0 1 2
p
j
p
p
( )cos , , , , ...,
 b t ntdt nn = =
-
т
1
1 2 3
p
j
p
p
( )sin , , , ,....
Возвращаясь к переменной x, получим
 f x a a nx
l
b
nx
ln nn
( ) ( cos sin )= + +
=
Ґ
е0
12
p p , (5.15)
где
 a
l
f x
nx
l
dx nn
l
l
= =
-
т
1
0 1 2( )cos , , , , ...
p , (5.16)
 b
l
f x
nx
l
dx nn
l
l
= =
-
т
1
1 2 3( )sin , , , ,...
p . (5.17)
Ряд (5.15) с коэффициентами, вычисляемыми по формулам 
(5.16), (5.17), называется рядом Фурье для функции f x( ) с пери-
одом Т l= 2 .
Замечание
Если функция f x( ) на отрезке [ ; ]-l l  четная, то ее ряд Фурье 
будет иметь вид
 f x a a nx
lnn
( ) cos= +
=
Ґ
е0
12
p , (5.18)
где
 a
l
f x dx a
l
f x
nx
l
dx n
l
n
l
0
0 0
2 2
= = От т( ) , ( )cos ,
p
; (5.19)
если функция f x( )нечетная, то
 f x b nx
lnn
( ) sin=
=
Ґ
е p
1
, (5.20)
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5.3. Разложение в ряд Фурье функций с произвольным периодом 
где
 b
l
f x
nx
l
dx nn
l
= От
2
0
( )sin ,
p
. (5.21)
Пример. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x
x
x x
( )
, ,
, .
=
- Ј Ј
Ј Ј
м
н
о
0 2 0
0 2
Решение
Построим график функции f x( ) с ее периодическим продол-
жением (рис. 5.4).
y 
6-              4-             2-               O                  2                 4              6       x           
Рис. 5.4
Найдем коэффициенты ряда Фурье. Коэффициенты an вы-
числим по формуле (5.16)
 a f x nx dxn = =
-
т
1
2 22
2
( )cos
p
 = Ч + Ч
ж
и
зз
ц
ш
чч =
-
т т
1
2
0
2 22
0
0
2
cos cos
p pnx
dx x
nx
dx
 = - -( ) =2 1 1 1 2 32 2p n n
n( ) , , , ,...
Вычислим отдельно a0.
 a0 1= .
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Коэффициенты bn вычислим по формуле (5.17)
 b f x nx dxn = =
-
т
1
2 22
2
( )sin
p
 = Ч + Ч
ж
и
зз
ц
ш
чч =тт
-
1
2
0
2 20
2
2
0
sin sin
p pnx
dx x
nx
dx
 = - -2 1
pn
n( ) .
Подставим найденные значения коэффициентов a a bn n0, ,  
в ряд (5.15), учитывая, что l = 2, получим
 f x
n
nx
nx
n
n
n
n
( )
( )
cos ( )
sin
= +
- -
- -
=
Ґ
=
Ґ
е е12
2 1 1
2
2
1 2
22 21 1p
p
p
p
.
Представление непериодической функции рядом Фурье
Пусть функция f x( ) непериодическая функция, заданная 
на всей числовой оси. Такая функция не может быть разложе-
на в ряд Фурье, так как сумма ряда Фурье есть функция пери-
одическая и, следовательно, не может быть равна f x( ) для всех x. 
Но, непериодическая функция f x( ) может быть представлена 
в виде ряда Фурье на любом конечном промежутке [ ; ]a b , на ко-
тором она удовлетворяет условиям Дирихле. Для этого можно 
поместить начало координат в середину отрезка [ ; ]a b  и постро-
ить функцию f x1( ) периода T l b a= = -2 | | такую, что f x f x1( ) ( )=  
при - Ј Јl x l.
Разлагаем функцию f x1( ) в ряд Фурье. Сумма этого ряда 
во всех точках отрезка [ ; ]a b  (кроме точек разрыва) совпадает 
с заданной функцией f x( ). Вне этого промежутка сумма ряда 
и f x( ) являются совершенно различными функциями.
Пусть теперь непериодическую функцию f x( ) требуется раз-
ложить в ряд Фурье на отрезке [ ; ]0 l . (Это частный случай: нача-
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5.3. Разложение в ряд Фурье функций с произвольным периодом 
ло координат перенесено в точку x a=  отрезка [ ; ]a b ; область 
определения функции f x( ) будет иметь вид [ ; ]0 l , где l b a= -| |.)
Такую функцию можно произвольным образом доопреде-
лить на отрезке [ ; ]-l 0 , а затем осуществить ее периодическое 
продолжение с периодом T l= 2 . Разложив в ряд Фурье на отрез-
ке [ ; ]-l l  полученную таким образом периодическую функцию 
f x1( ), получим искомый ряд функции f x( ) при x lО[ ; ]0 .
Разложение в ряд косинусов функции,  
заданной на отрезке [0; l]
Если на отрезке определена какая-нибудь функция, то она 
может быть (единственным способом) продолжена на всю чис-
ловую прямую так, что получится четная функция с перио-
дом 2l . В самом деле, возьмем график заданной функции на этом 
сегменте, присоединим к нему фигуру, симметричную с ним 
относительно оси ординат. Затем к образовавшейся фигуре при-
соединим все ее горизонтальные смещения на расстояния, крат-
ные 2l . Тогда получится график четной функции с периодом 2l , 
совпадающей с заданной функцией на сегменте [ ; ]0 l .
Отсюда и из сказанного ранее о разложении четных перио-
дических функций в ряды Фурье следует, что f x( ) имеет разло-
жение в ряд косинусов по формуле (5.18).
Разложение в ряд синусов функции,  
заданной на отрезке [0; l]
Если на отрезке определена какая-нибудь функция, то она 
может быть (единственным способом) продолжена на всю чис-
ловую прямую так, что получится нечетная функция с перио-
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дом 2l . В самом деле, возьмем график заданной функции на этом 
сегменте, присоединим к нему фигуру, симметричную с ним 
относительно начала координат. Затем к образовавшейся фи-
гуре присоединим все ее горизонтальные смещения на рассто-
яния, кратные 2l  и добавим точки с координатами nl  (где n — 
любое целое число). Тогда получится график нечетной функции 
с периодом 2l , совпадающей с заданной функцией на сегмен-
те [ ; ]0 l .
Отсюда и из сказанного ранее о разложении нечетных пери-
одических функций в ряды Фурье следует, что f x( ) имеет раз-
ложение в ряд синусов по формуле (5.20).
Ряд косинусов и ряд синусов для функции f x( ), заданной 
на отрезке [ ; ]0 l  имеет одну и ту же сумму. Если x0 — точка раз-
рыва I рода функции f x( ), то сумма как одного, так и другого 
ряда равно одному и тому же числу:
 S x f x f x( ) ( ) ( )0 0 0
0 0
2
=
- + + .
Замечание
Все, что было сказано о разложении в ряд Фурье функции 
f x( ) на отрезке [ ; ]0 l , переносится практически без изменения 
на случай, когда функция задана на отрезке [ ; ]0 p . Такую функ-
цию можно разложить как в ряд косинусов, так и в ряд синусов 
(формулы (5.11), (5.13)).
Пример. Разложить в ряд Фурье по синусам следующую 
функцию
 f x
h
l
x
l
h
l
x
l l
x l
h
l
x l l x l
( )
, ,
, ,
( ), .
=
Ј Ј
- -ж
и
з
ц
ш
ч Ј Ј
- Ј Ј
м4 0
4
4
2 4
3
4
4 3
4
н
п
п
п
о
п
п
п
77
5.3. Разложение в ряд Фурье функций с произвольным периодом 
Решение
Построим график функции f x( ) (рис. 5.5).
y                               
 
h  
       O                      
4
l                 
2
l               3
4
l                     l             x           
Рис. 5.5
Функция данного вида встречается в теории свободных ко-
лебаний конечной струны.
Продолжим функцию f x( ) на отрезок [ ; ]-l 0  нечетным обра-
зом. Коэффициенты a an0,  будут равны нулю. Коэффициенты bn 
определим по формуле (5.21):
 b
l
f x
nx
l
dxn
l
= =т
2
0
( )sin
p
= + - -ж
и
з
ц
ш
ч + -
2 4 4
2
4
3l
h
l
nx
l
dx
h
l
x
l nx
l
dx
h
l
x l
nx
l
dxsin sin ( )sin
p p p
l
l
l
ll
//
//
44
3 4
0
4
ттт
ж
и
зз
ц
ш
чч =
 = - 32
2 42 2
h
n
n n
p
p p
cos sin .
Подставим найденные коэффициенты в формулу (5.20), по-
лучим
 f x h
n
n n nx
ln
( ) cos sin sin= - =
=
Ґ
е 32 2 42 21 p
p p p
 
= - - + - +
ж
и
з
з
32
2
2
6
6
10
10
14
142 2 2 2 2
h
x
l
x
l
x
l
x
l
p
p p p p
sin sin sin sin
...
ц
ш
ч
ч.
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5. Ряды Фурье
Пример. Разложить в ряд Фурье по косинусам следующую 
функцию
 f x x x( ) ,= - < <p p
2
0 .
Решение
Продолжим функцию f x( ) на отрезок [ ; ]-p 0  четным образом 
(рис. 5.6).
y 
/ 2p  
3- p               2- p            -p              O                  p                2p            3p      x  
Рис. 5.6
Так как функцию требуется разложить в ряд по косинусам, 
то коэффициенты bn равны нулю. Коэффициенты a an0,  опреде-
лим по формулам (5.12):
 a x dx0
0
2
2 2
=
-
=тp
p pp ,
 a x nxdx
n
nn =
-
= -т
2
2
1
1
0
2p
p
p
p
p
cos ( cos ).
Подставим найденные коэффициенты в формулу (5.11), по-
лучим
 f x x x x x( ) cos cos cos ...= - = + + + +ж
и
з
ц
ш
ч
p p
p2 4
2
1
3
3
5
52 2 2
,
где 0< <x p S S( ) , ( )0 2 2
2 2
0 0
2
0=
+
= ± =
+
=
ж
и
з
з
зз
ц
ш
ч
ч
чч
p p
p
p .
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5.3. Разложение в ряд Фурье функций с произвольным периодом 
Задачи для самостоятельного решения
1. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x
x
x
( ) = - - < <
Ј <
м
н
о
2 0
3 0
, ,
, .
p
p
Ответ. f x x x x x( ) = + + + + +ж
и
з
ц
ш
ч
1
2
10 1
3
3
1
5
5
1
7
7
p
sin sin sin sin ... .
2. Разложить в ряд Фурье функцию f x x( ) = -5 1 на интерва-
ле -( )5 5; .
Ответ. f x
n
nxn
n
( ) = - + -
+
=
Ґ
е1 50 1 5
1
1p
p( )
sin .
3. Разложить в ряд Фурье функцию f x x( ) =  на интервале 
-( )11; .
Ответ. f x
n x
nn
( ) = - -( )
-( )=
Ґ
е12
4 2 1
2 1
2 2
1p
pcos
.
4. Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию f x x( ) = +1
2
32  
на интервале 0; .p( )
Ответ. f x nx
n
n
n
( ) = + + -
=
Ґ
е3 6 2 1
2
2
1
p
( )
cos
.
5. Разложить в ряд Фурье по синусам функцию f x x x( ) = sin  
на интервале 0; .p( )
Ответ. f x x n
n
nx
n
( ) = - -
-( )=
Ґ
еp p2
8
4 1
2
2 21
sin sin .
80
 
6. Решение типового варианта расчетной работы
Задача 1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходи-
мость ряды:
a) 1
2
3
2
5
2
7
22 3 4
+ + + ,
б) -
+
+
+
-
+
+
+
-
2
1 1
4
2 1
6
3 1
8
4 12 2 2 2
 .
Решение
а) Найдем общий член ряда. Числители образуют арифме-
тическую прогрессию
 1 3 5 7, , , ,....
n-й член прогрессии находится по формуле a a d nn = + -1 1( ). 
Здесь a d1 1 2= =, , поэтому a nn = -2 1. Знаменатели образуют гео-
метрическую прогрессию
 2 2 2 22 3 4, , , ,....
n-й член данной прогрессии находится по формуле b bqn n= -1 1. 
Здесь b q1 2 2= =, , поэтому bn n= 2 . Следовательно, общий член 
ряда будет иметь вид
 u a
b
n
n
n
n
n
= =
-2 1
2
.
Ряд знакоположительный. Исследуем его на сходимость. Ис-
пользуем признак Даламбера:
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6. Решение типового варианта расчетной работы
 lim lim ( ) : lim
( )n
n
n
n n
n
n
u
u
n
n
n
n®Ґ
+
®Ґ + ®Ґ
=
+ -
-
=
+
-
=1
1
2 1 1
2
2
2 1
2 1
2 1
1
2
1
2
.
Так как 1
2
1< , ряд сходится.
б) Найдем общий член ряда. Числители образуют арифме-
тическую прогрессию
 2 4 6 8, , , , ....
n-й член прогрессии находится по формуле a a d nn = + -1 1( ). 
Здесь a d1 2 2= =, , поэтому a nn = 2 . Закономерность в знаменате-
ле очевидна b nn = +2 1. Общий член ряда будет иметь вид
 u a
b
n
nn
n n
n
n= - = -
+
( ) ( )1 1
2
12
.
Ряд знакочередующийся. Исследуем его на абсолютную схо-
димость. Используем признак Лейбница. Проверим условия 
(1.19) и (1.20):
1) u un n> +1;
2) lim .
n
n
n®Ґ +
=
2
1
0
2
Так как оба условия выполняются, то ряд сходится.
Составим ряд из абсолютных величин
 z n
nn
=
+
2
12
.
Исследуем данный числовой ряд на сходимость. Использу-
ем интегральный признак Коши
 2
1
1
2
1
2
1
xdx
x
x
+
= + = Ґ
Ґ
Ґ
т ln( ) .
Интеграл расходится. Следовательно, данный по условию 
ряд сходится условно.
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6. Решение типового варианта расчетной работы
Задача 2. Вычислить сумму ряда:
 1
1 4
1
4 7
1
7 10Ч
+
Ч
+
Ч
+.
Решение
Найдем общий член ряда. Разложим знаменатель на две 
арифметические прогрессии
 1 4 7, , ,... и 4 7 10, , ,....
Общий член ряда будет иметь вид
 u
n nn
=
- +
1
3 2 3 1( )( )
.
Разложим общий член ряда на сумму простейших дробей:
 1
3 2 3 1 3 2 3 1( )( )
.
n n
A
n
B
n- +
=
-
+
+
Вычислим коэффициенты А и В:
 1 3 1 3 2= + + -A n B n( ) ( ),
 
3 3 0
2 1
A B
A B
+ =
- =
м
н
о
,
;
 
B
A
= -
=
м
н
пп
о
п
п
1
3
1
3
,
;
 1
3 2 3 1
1
3
1
3 2
1
3 1( )( )
.
n n n n- +
=
-
-
+
ж
и
з
ц
ш
ч
Составим n-ю частичную сумму ряда:
 S
n n nn
= - + - + - + +
-
-
+
ж
и
з
ц
ш
ч = - +
ж
и
з
ц1
3
1
1
4
1
4
1
7
1
7
1
10
1
3 2
1
3 1
1
3
1
1
3 1
...
ш
ч.
Вычислим предел последовательности частичных сумм:
 S
nn
= -
+
ж
и
з
ц
ш
ч =®Ґlim .
1
3
1
1
3 1
1
3
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Задача 3. Найти область сходимости ряда:
 
x
n
n
n
n
-( )
=
Ґ
е
4
3
2
3
1
.
Решение
Применяем признак Даламбера:
 lim lim ( )
( ) ( )
| ( )( )
n
n
n
n
n n
n n
u
u
x n
n x
x
®Ґ
+
®Ґ
+
+=
-
+ -
=
-1
2 1 3
3 1 2
4 3
1 3 4
4 2
3
1
|
< .
Решим неравенство ( )x - <4 32 . Получим 4 3 4 3- < < +x .
Исследуем отдельно точки x x= - = +4 3 4 3, .
Пусть x = ±4 3. Получим ряд
 13
1 nn=
Ґ
е ,
который сходится как обобщенный гармонический (p = >3 1).
Таким образом, область сходимости ряда: 
 [ ; ]4 3 4 3- + .
Задача 4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням x:
 f x e
x
x
( )=
- -1
2
2 .
Решение
Воспользуемся разложением ex в ряд Маклорена
 e x x x x
n
xx
n
= + + + + + + -Ґ < < +Ґ1
2 3
2 3
! !
...
!
..., .
Заменяя x на -x2, получим
 e x
n
x n
n
n
-
=
Ґ
= -е
2
1
0
2
( )
!
;
 1 1
2 1
1
2
- = -- -
=
Ґ
еe xn
x n
n
n
( )
!
;
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1
1
2 3 4
1
1
1
2
2
2 4 6 2
2
-
= - + - + + -
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+ =
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-e
x
x x x x
n
x
x
n
n
n
n
! ! !
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Задача 5. Используя соответствующий ряд, вычислить 93  
с точностью до 0,001.
Решение
Используем биномиальный ряд
 
( )
( )
!
( )( )
!
...
...( ( ))
1 1
1
2
1 2
3
1
2 3+ = + +
-
+
- -
+ +
+
- -
x mx
m m
x
m m m
x
m m n
n
m
!
..., | | .x xn + <1
Представим 93  следующим образом
 9 8 1 2 1 1
8
3 3
1
3
= + = +ж
и
з
ц
ш
ч .
Полагая m x= =1
3
1
8
, , получим
 9 2 1 1
3
1
8
1
3
1
3
1
1 2
1
8
1
3
1
3
1
1
3
2
3
2
= + Ч +
-ж
и
з
ц
ш
ч
Ч
ж
и
з
ц
ш
ч +
-ж
и
з
ц
ш
ч -
ж
и
з
ц
ш
ч
Ч Ч
ж
и
з
ц
ш
ч -
ж
и
з
з
з
з
ц
ш
ч
ч
ч
ч
=
1 2 3
1
8
3
...
 = + - + +2 1
12
1
288
5
20736
... .
Найдем первый член по модулю, меньший 0,001.
 u4
5
20736
0 0002 0 001= » <, , .
Так как ряд знакочередующийся, то
 | | | | ,R u3 4 0 001< < .
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Вычисляя слагаемые (второе и третье) с 4 десятичными зна-
ками, получим
 9 2 0 0833 0 0035 2 0798 2 0803 » + - = », , , , .
Задача 6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтеграль-
ной функции, вычислить
 arctgx
x
dx
0
0 5,
т .
Оценить погрешность полученного результата.
Решение
Разложим подынтегральную функцию в ряд, воспользовав-
шись разложением arctgx:
 arctg ...( ) ...,x x x x x x
n
xn
n
= - + - + -
-
+ - Ј Ј-
-3 5 7
1
2 1
3 5 7
1
2 1
1 1.
 arctg ...x
x
x x x
= - + - +1
3 5 7
2 4 6
.
 Вычислим интеграл
 arctgx
x
dx
x x x x
dx
0
0 5 2 4 6 8
0
0 5
1
3 5 7 9
, ,
...т т= - + - + -
ж
и
з
ц
ш
ч =
= - + - + -
ж
и
з
ц
ш
ч = - + Ч
-
Ч
+x
x x x x3 5 7 9
0
0 5
9 25 49 81
1
2
1
72
1
32 25
1
128 49
...
,
1
512 81Ч
- ... .
Если сохранить 4 первых члена, то погрешность от отбрасы-
вания остальных членов ряда будет меньше модуля пятого чле-
на, так как ряд знакочередующийся.
 | | | | , ,R u4 5
1
512 81
0 00002 0 0001< =
Ч
» < .
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6. Решение типового варианта расчетной работы
Слагаемые будем вычислять с 5 десятичными знаками, тог-
да общая погрешность будет меньше 0,0001.
 arctgx
x
dx
0
0 5
0 50000 0 01389 0 00125 0 00016 0 4872
,
, , , , ,т » - + - = .
Задача 7. Найти четыре первых члена (отличных от нуля) раз-
ложения в ряд решения дифференциального уравнения
 ў = + + =у x x y у2 2 0 1, ( ) .
Решение
Используем метод последовательного дифференцирования. 
Пусть искомая функция разложена в ряд Маклорена
 y x y y x y x y
n
x
n
n( ) ( )
( )
!
( )
!
...
( )
!
...
( )
= +
ў
+
ўў
+ + +0
0
1
0
2
02 .
Вычислим значения производных ў ўў ўўўy y y( ), ( ), ( ), ...0 0 0 :
 
ў = + + ў =
ўў = + + ў ўў =
ўўў = + ў
y x x x y y
y x x yy y
y
( ) , ( ) ;
( ) , ( ) ;
(
2 2 0 1
1 2 2 0 3
2 2 y yy y) , ( ) , ... .2 2 0 10+ ўў ўўў =
Подставляя найденные значения производных в искомый 
ряд, получим
 y x x x x( )
! !
...= + + + +1
3
2
10
3
2 3 .
Задача 8. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x
x
x x
x
( )
, ,
,
, .
=
- < < -
- < <
< Ј
м
н
п
п
п
о
п
п
п
0
2
2 2
0
2
p
p
p p
p
p
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Решение
Построим график функции f x( ) с ее периодическим продол-
жением (рис. 7.1).
y 
 
 
   3- p               2- p               -p          O                    p                  2p          3p  x           
 
Рис. 7.1
Заданная функция является нечетной. Поэтому коэффици-
енты an при косинусах равны нулю и разложение в ряд Фурье 
будет содержать только синусы. Найдем коэффициенты bn 
по формуле (5.14)
 b f x nxdxn = =т
2
0p
p
( )sin
 = +
ж
и
зз
ц
ш
чч = - Ч
ж
и
з
ц
ш
чт т
2
0
2
2 20
2
2p p
p pp
p
p
x nxdx nxdx
n
n
sin sin cos
/
/
+ ж
и
з
ц
ш
ч
й
л
к
щ
ы
ъ
1
22n
n
sin
p .
Учитывая, что
 
cos
, ,
( ) ,
n n
n
n
p
2
0
1 2
ж
и
з
ц
ш
ч =
-
- -
если нечетное число
если четное число
если нечетное число
если
;
sin ( ) , ,
,
м
н
п
оп
ж
и
з
ц
ш
ч = - -
-
-
n n
n
n
p
2
1
0
1
2
четное число.
м
н
п
оп
Получаем окончательно: для нечетных n
 b
nn
n
= -
-2
1
2
1
2
p
( ) ,
6. Решение типового варианта расчетной работы
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6. Решение типового варианта расчетной работы
а для четных n
 b
nn
n
= - -
1
1 2( ) .
Поэтому
 
f x
x x x x
x
( )
sin sin sin sin
...
sin si
= - + - +ж
и
з
ц
ш
ч +
+ -
2
1
3
3
5
5
7
7
2
2
2 2 2 2p
n sin sin
... .
4
4
6
6
8
8
x x x
+ - +ж
и
з
ц
ш
ч
В точке разрыва x = p
2
 сумма ряда равна среднему арифмети-
ческому значений односторонних пределов функции
 
f f
p p p
p2
0
2
0
2
2
0
2 4
-ж
и
з
ц
ш
ч + +
ж
и
з
ц
ш
ч
=
+
= .
Задача 9. Разложить в ряд Фурье по косинусам кратных дуг 
функцию
 f x
x
x
( )
, , , ,
, , , .
=
< <
- < <
м
н
о
0 3 0 0 5
0 3 0 5 1
Решение
Чтобы получить разложение данной функции в ряд Фурье, 
содержащей только косинусы, продолжим ее на соседний сле-
ва промежуток ( ; ]-1 0  четным образом (рис. 7.2). Тогда коэффи-
циенты bn будут равны нулю.
y 
                   1-         0,5-             O                0,5          1                            x           
 
Рис. 7.2
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Вычислим коэффициенты an по формуле (5.19)
 a
l
f x dx dx dx
l
0
0
0 5
0 5
1
0
2
2 0 3 0 3 0= = -
ж
и
зз
ц
ш
чч =т тт ( ) , , ,
,
,
a
l
f x
nx
l
dx nxdx nxdxn
l
= = -
ж
и
т т т
2
2 0 3 0 3
0 0
0 5
0 5
1
( )cos , cos , cos
,
,
p
p pзз
ц
ш
чч =
1 2
2
,
sin
n
n
p
p .
Если n — четное, то an = 0. 
Если n — нечетное, n k k= - =2 1 1 2 3, , , ,..., то
 a
k
k
kn
k=
-
-ж
и
з
ц
ш
ч = - -
-1 2
2 1 2
1
1 2
2 1
1,
( )
sin ( )
,
( )p
p
p
p
.
Подставим найденные коэффициенты в (5.18), получим ис-
комое разложение в ряд
 f x x x x k x
k
k( )
, cos cos cos
...( )
cos( )
= - + + -
-
-
+-
1 2
1
3
3
5
5
1
2 1
2 1
1
p
p p p p
...ж
и
з
ц
ш
ч.
6. Решение типового варианта расчетной работы
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7. Расчетная работа
В данном разделе приведены задачи, которые могут быть 
использованы для проведения расчетной работы, а также кон-
трольных работ по теме «Ряды».
Вариант 1
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 1 1
2 2
1
3 3
+ + +;
 б) 3 5
1 2
7
1 2 3
9
1 2 3 4
-
Ч
+
Ч Ч
-
Ч Ч Ч
+ .
2. Вычислить сумму ряда
 1
1 2
1
2 3
1
3 4Ч
+
Ч
+
Ч
+.
3. Найти область сходимости ряда
 
x
n
n
n
-( )
=
Ґ
е
7
41
.
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням x:
 f x x
x
( )
arcsin
= -1.
5. Используя соответствующий ряд, вычислить sin20 с точ-
ностью до 0,001.
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7. Расчетная работа
6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить
 1 3
0
0 6
+т x dx
,
.
Оценить погрешность полученного результата.
7. Найти четыре первых члена (отличных от нуля) разложе-
ния в ряд решения дифференциального уравнения
 ўў = = ў =у ye у yx, ( ) , ( )0 1 0 0.
8. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x
x
x
( )
, ,
, .
=
- - < Ј
< Ј
м
н
о
1 0
1 0
p
p
9. Разложить в ряд Фурье по синусам кратных дуг функцию
 f x x x( ) , ( ; )= + О2 1 0 1 .
Вариант 2
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) ( !)
!
( !)
!
( !)
!
;
1
2
2
4
6
6
2 2 2
+ + +
 б) 2 3
4
4
9
5
16
- + - + .
2. Вычислить сумму ряда:
 1
1 3
1
2 4
1
3 5
1
4 6Ч
+
Ч
+
Ч
+
Ч
+ .
3. Найти область сходимости ряда
 
x
n
n
n
n
-( )
+( )=
Ґ
е
2
3 1 21
.
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7. Расчетная работа
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням x:
 6
8 2 2+ -x x
.
5. Используя соответствующий ряд, вычислить cos40 с точ-
ностью до 0,001.
6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить
 e dxx-т
2
0
1
.
Оценить погрешность полученного результата.
7. Найти четыре первых члена (отличных от нуля) разложе-
ния в ряд решения дифференциального уравнения
 ўў = + ў = ў =у xy y y y, ( ) ( )0 0 1.
8. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x
x
x
( )
, ,
, .
=
- < Ј
< Ј
м
н
о
0 0
2 0
p
p
9. Разложить в ряд Фурье по синусам кратных дуг функцию
 f x x x( ) , ( ; )= - О2 1 0 1 .
Вариант 3
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 1
1 11
1
2 12
1
3 13Ч
+
Ч
+
Ч
+;
 б) cos cos cos cos .e
e
e
e
e
e
e
e
- + - +
2 3 4
2 3 4

2. Вычислить сумму ряда и найти область его сходимости
 1 3 5 72 4 6- + - +x x x .
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3. Найти область сходимости ряда
 3
5 8
2
3
3
1
n
n
x
n
n -( )
-( )
=
Ґ
е .
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х:
 1
16 34 - x
.
5. Используя соответствующий ряд, вычислить 1303  с точ-
ностью до 0,001.
6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить
 cos( )
,
4 2
0
0 5
x dxт .
Оценить погрешность полученного результата.
7. Найти четыре первых члена (отличных от нуля) разложе-
ния в ряд решения дифференциального уравнения
 ў = + =у e уxy2 1 0 0, ( ) .
8. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x
x
x
( )
, ,
, .
=
- < Ј
- < Ј
м
н
пп
о
п
п
1
2 2
1
2
3
2
p p
p p
9. Разложить в ряд Фурье по косинусам кратных дуг функцию
 f x x x( ) , ( ; )= О2 0 2 .
7. Расчетная работа
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7. Расчетная работа
Вариант 4
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 2
1 2
4
1 2 3
8
1 2 3 4Ч
+
Ч Ч
+
Ч Ч Ч
+;
 б) ln ln ln ln .2
2
3
3
4
4
5
5
- + - +
2. Вычислить сумму ряда
 1
2 2
1
4 3
1
6 4
1
8 5Ч
+
Ч
+
Ч
+
Ч
+ .
3. Найти область сходимости ряда
 
x
n
n
n
+( )
=
Ґ
е
5
31
.
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х:
 ln 1 12 2- -( )x x .
5. Используя соответствующий ряд, вычислить ln7 с точно-
стью до 0,001.
6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить
 dx
x16 440
1
+
т .
Оценить погрешность полученного результата.
7. Найти четыре первых члена (отличных от нуля) разложе-
ния в ряд решения дифференциального уравнения
 ў = + + =у x x y y2 2 0 1, ( ) .
8. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x
x x
x x
( )
, ,
, .
=
- - < Ј
< Ј
м
н
о
p
p
0
0
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9. Разложить в ряд Фурье по косинусам кратных дуг функцию
 f x x x( ) , ( ; )= + О1 3 0 1 .
Вариант 5
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 1
2
2
3
3
4
2 3
+ ж
и
з
ц
ш
ч +
ж
и
з
ц
ш
ч +;
 б) sin sin sin sin .a a a a- + - +2
4
3
9
4
16

2. Вычислить сумму ряда:
 1
3 2
1
6 3
1
9 4
1
12 5Ч
+
Ч
+
Ч
+
Ч
+ .
3. Найти область сходимости ряда
 n
n
x
n
n
2
1 1
2
+
-( )
=
Ґ
е .
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х:
 ch3 12
x
x
- .
5. Используя соответствующий ряд, вычислить sin5° с точ-
ностью до 0,001.
6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить
 dx
x1 30
0 5
+
т
,
.
Оценить погрешность полученного результата.
7. Найти четыре первых члена (отличных от нуля) разложе-
ния в ряд решения дифференциального уравнения
 ў = + =у y x у2 3 0 1
2
, ( ) .
7. Расчетная работа
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7. Расчетная работа
8. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x x x( ) ,= - < Јp p.
9. Разложить в ряд Фурье по косинусам кратных дуг функцию
 f x x( ) sin= .
Вариант 6
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 1 2
5 5
4
9 5
8
13 52 3
+
Ч
+
Ч
+
Ч
+;
 б) 1
2
2
1 2
3
1 3
4
1 44 4 4
-
+
+
+
-
+
+ .
2. Вычислить сумму ряда
 1
1 4
1
4 7
1
7 10
1
10 13Ч
+
Ч
+
Ч
+
Ч
+ .
3. Найти область сходимости ряда
 
-( )
+( )
+( )
=
Ґ
е
1
3 8 3
6
1
n
n
n
n n
x .
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х: 
 f x e x( )= +( )-3 2.
5. Используя соответствующий ряд, вычислить cos6 с точ-
ностью до 0,001.
6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить
 1
0
0 2 - -
т
e
x
dx
x,
.
Оценить погрешность полученного результата.
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7. Найти четыре первых члена (отличных от нуля) разложе-
ния в ряд решения дифференциального уравнения
 ў = Ч - =у х у у2 2 1 0 2, ( ) .
8. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x
x x
x x
x
( )
, ,
, ,
, .
=
- - < Ј
< Ј
< Ј
м
н
п
п
п
о
п
п
п
p
p
p p p
2
0
0
2
2 2
3
2
9. Разложить в ряд Фурье по синусам кратных дуг функцию
 f x x x( ) cos , ,= Ож
и
з
ц
ш
ч0 2
p .
Вариант 7
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 1
1 3
1
2 4
1
3 5Ч
+
Ч
+
Ч
+;
 б) 1 3
4
4
8
5
16
- + - + .
2. Вычислить сумму ряда и радиус его сходимости
 1
2 3
2 3
+ + + +x
x x
 .
3. Найти область сходимости ряда
 n
n
x
n
n
+
+( )
-( )
=
Ґ
е 1
3 1
4
3
2
1
.
7. Расчетная работа
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7. Расчетная работа
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням x: 
 f x
x x
( )=
- -
7
12 2
.
5. Используя соответствующий ряд, вычислить 3003 с точно-
стью до 0,001.
6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить
 ln( / )
, 1 2
0
0 4 +
т
x
x
dx.
Оценить погрешность полученного результата.
7. Найти четыре первых члена (отличных от нуля) разложе-
ния в ряд решения дифференциального уравнения
 ў = + =у e y уxy2 0 0, ( ) , у( )0 0= .
8. Разложить в ряд Фурье функцию:
 f x
x
x x
x x
( )
, ,
, ,
, .
=
- < Ј
- + < Ј
- < Ј
м
н
п
п
п
о
п
п
п
p p p
p
p
p
p p
p
2 2 2
2
3
2
9. Разложить в ряд Фурье по синусам кратных дуг функцию
 f x x x( ) , ( ; )= О 0 2 .
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Вариант 8
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 1 7
10
2 5
10
2 5
10
2 2
2
3 3
3
+ +
+
+
+
+;
 б) 1
2
1
4
1
6
1
8
- + - + .
2. Вычислить сумму ряда
 1
3 2
1
6 4
1
9 6
1
12 8Ч
+
Ч
+
Ч
+
Ч
+ .
3. Найти область сходимости ряда
 
x
n
n
n
n
-( )
+( )=
Ґ
е
6
3 21
.
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х:
 f x x x( )= -2 4 3 .
5. Используя соответствующий ряд, вычислить ln8 с точно-
стью до 0,001.
6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить
 dx
x1 40
1
3
+
т .
Оценить погрешность полученного результата.
7. Найти четыре первых члена (отличных от нуля) разложе-
ния в ряд решения дифференциального уравнения
 ў = + =у y x у2 0 0cos , ( ) .
7. Расчетная работа
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7. Расчетная работа
8. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x
x
x x
( )
, ,
, .
=
- < Ј
< Ј
м
н
о
0 0
0
p
p
9. Разложить в ряд Фурье по синусам кратных дуг функцию
 f x x x( ) , ( ; )= - О2 3 0 1 .
Вариант 9
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) sin sin sin ;p p p
3
2
9
3
27
+ + +
 б) 1 1 2
1 2
1 3
1 3
1 4
1 42 2 2
-
+
+
+
+
+
-
+
+
+ .
2. Вычислить сумму ряда:
 1
1 3
1
3 5
1
5 7Ч
+
Ч
+
Ч
+ .
3. Найти область сходимости ряда
 n
n
x
n
n
5
2 1
1 1
5
+( )
+( ) +
=
Ґ
е ! .
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х: 
 f x x x( ) ln( )= + -1 2 8 2 .
5. Используя соответствующий ряд, вычислить 184  с точно-
стью до 0,001.
6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить
 arcsin
,
xdx
0
0 5
т .
Оценить погрешность полученного результата.
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7. Найти четыре первых члена (отличных от нуля) разложе-
ния в ряд решения дифференциального уравнения
 ўў + ў + = = ў =у
x
y y y y
1
0 0 1 0 0, ( ) , ( ) .
8. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x
x
x x
x
( )
, ,
, ,
, .
=
- - < Ј -
- < Ј
< Ј
м
н
п
п
п
о
п
п
п
p
p
p
p p
p p
p
2 2
2 2
2 2
9. Разложить в ряд Фурье по синусам кратных дуг функцию
 f x x x( ) , ( ; )= О2 0 2p .
Вариант 10
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 1 2
3
2 3
3
3 4
3
4 5
32 3 4
Ч
-
Ч
+
Ч
-
Ч
+;
 б) 1
2
2
3
3
4
4
5
+ + + +
! ! !
.
2. Вычислить сумму ряда
 1 2 5
10
2 5
10
2 2
2
+
+
+
+
+ .
3. Найти область сходимости ряда
 3 2
1 2
3
2
1
n
n
x
n
n
n
-
+( )
-( )
=
Ґ
е .
7. Расчетная работа
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4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х: 
 f x x x x( ) sin= Ч ж
и
з
ц
ш
ч -2 2
2 .
5. Используя соответствующий ряд, вычислить sin35 с точ-
ностью до 0,001.
6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить
 x xdx3
0
3
3
arctgт .
Оценить погрешность полученного результата.
7. Найти четыре первых члена (отличных от нуля) разложе-
ния в ряд решения дифференциального уравнения:
 ў = +у xy y2, у( )0 1= .
8. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x
x x
x x
( )
, ,
, .
=
+ - < Ј
- + < Ј
м
н
о
p p
p p
0
0
9. Разложить в ряд Фурье по синусам кратных дуг функцию
 f x x x( ) , ( ; )= - О4 2 0 2 .
Вариант 11
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 1
3
3
9
5
27
7
81
+ + + +;
 б) 1
3
2
5
3
7
4
9
2 3 4
- ж
и
з
ц
ш
ч +
ж
и
з
ц
ш
ч -
ж
и
з
ц
ш
ч + .
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2. Вычислить сумму ряда:
 1
1 2 3
1
2 3 4
1
3 4 5Ч Ч
+
Ч Ч
+
Ч Ч
+.
3. Найти область сходимости ряда
 
-( )
+( )
+( )
=
Ґ
е
1
4 1 3
4
1
n
n
n
n n
x .
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х: 
 f x
x x
( )=
+ -
5
6 2
.
5. Вычислить cos10 с точностью до 0 000001, .
6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить
 dx
x125 330
2 5
+
т
,
.
Оценить погрешность полученного результата.
7. Решить дифференциальное уравнение
 8 5 32 3xу x yў = - +( ) , у( )1 2= .
Определить три ненулевых члена разложения в ряд решения.
8. Разложить в ряд Фурье функцию 
 f x
x
x
( )
, ,
, .
=
- < Ј -
- - < Ј
м
н
пп
о
п
п
1
2
1
2 2
p
p
p p
9. Разложить в ряд Фурье по синусам кратных дуг функцию
 f x x( )= -1
в промежутке 0 1,( ).
7. Расчетная работа
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Вариант 12
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 1 1
3
1
5
1
7
+ + + +
a a a
;
 б) 1
3
4
9
9
27
16
81
- + - + .
2. Вычислить сумму ряда 
 3
1
1
2
4
3
1
4
5
5
9
62 2 2 2 2 2
+ + + + + + .
3. Найти область сходимости ряда
 n
n
x
n
n
2
2 1
1 2
1
+( )
+( ) -
=
Ґ
е ! .
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х: 
 f x x x( )= Ч -27 23 .
5. Вычислить 1
3 e
 с точностью до 0 0001, .
6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить
 e dx
x-
т
3
4
0
0 4 2,
.
Оценить погрешность полученного результата.
7. Решить дифференциальное уравнение
 ў = +у y x
y
2
, у( )0 1= .
Определить три ненулевых члена разложения в ряд решения.
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8. Разложить в ряд Фурье функцию 
 f x
x x
x
x
( )
, ,
, ,
, .
=
- - - < Ј -
- - < Ј
< Ј
м
н
п
п
п
о
п
п
п
p
p p
p p
p p
3
2 2
2 2
0
2
0
2
9. Разложить в ряд Фурье по синусам кратных дуг функцию
 f x
x
x
( )
, ,
, .
=
< <
< <
м
н
о
2 0 1
0 1 2
Вариант 13
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 1
2
2
5
3
8
4
11
2 3 4
+ ж
и
з
ц
ш
ч +
ж
и
з
ц
ш
ч +
ж
и
з
ц
ш
ч +;
 б) 1
1 11
1
2 12
1
3 13
1
4 14Ч
-
Ч
+
Ч
-
Ч
+ .
2. Вычислить сумму ряда
 2 3 4
12
3 4
12
3 4
12
2 2
2
3 3
3
+
+
+
+
+
+
+ .
3. Найти область сходимости ряда
 ( )-
-( )
+( )
=
Ґ
е 13 1 2 31
n
n
n
n n
x .
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х: 
 f x x x( ) ln( )= + -1 12 2 .
5. Вычислить 1
5 e
 с точностью до 0 0001, .
7. Расчетная работа
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7. Расчетная работа
6. Взяв два члена разложения в ряд подынтегральной функ-
ции, вычислить
 1 3
0
0 5
+т x dx
,
.
Оценить погрешность полученного результата.
7. Решить дифференциальное уравнение
 2 2( )ў + =у y xy , у( )0 2= .
Определить три ненулевых члена разложения в ряд решения.
8. Разложить в ряд Фурье функцию 
 f x
x x
x
( )
, ,
, .
=
+ - < Ј
< Ј
м
н
о
p p
p p
0
0
9. Разложить в ряд Фурье по косинусам кратных дуг функцию
 f x x( )=
в промежутке 0 1,( ).
Вариант 14
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 1 2
1
2
2
2
3
2 3
+ + + +
! ! !
;
 б) 1 2 32 3- + - +
cos cos cos
.
e
e
e
e
e
e

2. Вычислить сумму ряда
 1
1 2
1
3 4
1
5 6Ч
+
Ч
+
Ч
+
ln ln ln
 .
3. Найти область сходимости ряда
 2
3 1
1
3
3
1
n
n
x
n
n +( )
-( )
=
Ґ
е .
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4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х: 
 f x x
x
x( )
sin
cos= -
3
3 .
5. Вычислить ln7 с точностью до 0 0001, .
6. Взяв два члена разложения в ряд подынтегральной функ-
ции, вычислить
 x xdxarctg
,
0
0 5
т .
Оценить погрешность полученного результата.
7. Решить дифференциальное уравнение
 ўў = + ўу x y y2 , у y( ) , ( )0 1 0 5= ў = .
Определить три ненулевых члена разложения в ряд решения.
8. Разложить в ряд Фурье функцию 
 f x
x
x x
( )
, ,
, .
=
- < Ј
- + < Ј
м
н
о
p p
p p
0
0
9. Разложить в ряд Фурье по синусам кратных дуг функцию
 f x
x x
x
( )
, ,
, .
=
< <
< <
м
н
о
0
0 2
p
p p
Вариант 15
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 1
2
2
3
3
4
2 3 4
ж
и
з
ц
ш
ч +
ж
и
з
ц
ш
ч +
ж
и
з
ц
ш
ч +;
 б) 1
3
2
9
3
27
4
81
- + - + .
2. Вычислить сумму ряда
 1
2 2
1
3 4
1
4 6
1
5 8Ч
+
Ч
+
Ч
+
Ч
+
ln ln ln ln
 .
7. Расчетная работа
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7. Расчетная работа
3. Найти область сходимости ряда:
 n
n
x
n
n
3
2 1
1 3
4
+( )
+( ) +
=
Ґ
е ! .
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х: 
 f x x
x
( )
arctg
= .
5. Вычислить sin40 с точностью до 0 0001, .
6. Взяв три члена разложения cos x  в ряд, вычислить
 x xdx4
0
1
cosт .
Оценить погрешность полученного результата.
7. Решить дифференциальное уравнение
 ўў = +у yex 1, у y( ) , ( )0 2 0 1= ў = .
Определить три ненулевых члена разложения в ряд решения.
8. Разложить в ряд Фурье функцию 
 f x
x
x
( )
, ,
, .
=
- - < Ј
< Ј
м
н
о
1 2 0
1 0 2
9. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x x( ) sin=
2
в промежутке -( )p p, .
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Вариант 16
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 2
4
3
6
4
8
tg tg tg
p p p
+ + +;
 б) 1 2
3
2 3
3
3 4
3
4 5
32 3 4
Ч
-
Ч
+
Ч
-
Ч
+ .
2. Вычислить сумму ряда
 1
7 3
1
8 4
1
9 52 2 2Ч
+
Ч
+
Ч
+
ln ln ln
.
3. Найти область сходимости ряда
 ( )-
-( )
+( )
=
Ґ
е 14 1 2 21
n
n
n
n n
x .
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х: 
 f x
x x
( )=
- -
5
6 2
.
5. Вычислить tg40 с точностью до 0 0001, .
6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить
 e dxx-т
3
0
1
.
Оценить погрешность полученного результата.
7. Решить дифференциальное уравнение
 ў + = -у xy x e yx( )1 2, у( )0 1= .
Определить три ненулевых члена разложения в ряд решения.
8. Разложить в ряд Фурье функцию 
 f x
x
x
( )
, ,
, .
=
- < Ј
< Ј
м
н
о
0 1 0
2 0 1
7. Расчетная работа
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7. Расчетная работа
9. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x x( ) cos=
2
в промежутке -( )p p, .
Вариант 17
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 1 1
2 2
1
3 3
1
4 4
+ + + +;
 б) 2 3
4
4
8
5
16
- + - + .
2. Вычислить сумму ряда
 1
1 3 5
1
2 4 6
1
3 5 7Ч Ч
+
Ч Ч
+
Ч Ч
+ .
3. Найти область сходимости ряда
 n
n
x
n
n 4 1
4
3
3
1 -( )
-( )
=
Ґ
е .
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х: 
 f x x( )= -16 54 .
5. Вычислить ctg38 с точностью до 0 0001, .
6. Взяв четыре члена разложения в ряд подынтегральной 
функции, вычислить
 sin( )
,
4 2
0
0 5
x dxт .
Оценить погрешность полученного результата.
7. Решить дифференциальное уравнение
 ў = -у x y2 2 1, у( )0 1= .
Определить три ненулевых члена разложения в ряд решения.
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8. Разложить в ряд Фурье функцию 
 f x
x
x
( )
, ,
, .
=
- - < Ј -
- < Ј
м
н
о
1 4 2
1 2 2
9. Разложить в ряд Фурье периодическую (Т = 2π) функцию
 f x x( )= -2 1
в промежутке -( )p p, .
Вариант 18
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 1
2
3
3
5
4
7
52 2 2 2
+ + + +;
 б) 2 2 3
6
2 3
6
2 3
6
2 2
2
3 3
3
-
+
+
+
-
+
+ .
2. Вычислить сумму ряда:
 1
1 8
1
2 9
1
3 10Ч
+
Ч
+
Ч
+ .
3. Найти область сходимости ряда
 ( )
ln( )
-
+( ) +
+( )
=
Ґ
е 12 2 11
n
n
n n n
x .
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х: 
 f x x x( ) ln( )= - -1 20 2 .
5. Вычислить cos18 с точностью до 0 0001, .
6. Взяв три члена разложения в степенной ряд подынтеграль-
ной функции, вычислить
 cos x
x
dx
p
p
4
3
т .
Оценить погрешность полученного результата.
7. Расчетная работа
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7. Расчетная работа
7. Решить дифференциальное уравнение
 ў - =у y xy2, у( )0 1= .
Определить три ненулевых члена разложения в ряд решения.
8. Разложить в ряд Фурье функцию 
 f x
x x
x x
( )
, ,
, .
=
- - < Ј
< Ј
м
н
о
1 0
0 1
9. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x x( )= 2
в промежутке -( )p p, .
Вариант 19
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 
1
1
2
3
3
5
2 2 2
!
!
!
!
!
!
;
( )
+
( )
+
( )
+
 б) 1 1
3
1
5
1
7
- + - + .
2. Вычислить сумму ряда
 1
1 5
1
4 8
1
7 11
1
10 14Ч
+
Ч
+
Ч
+
Ч
+.
3. Найти область сходимости ряда
 ( )x
n
n
n
n
+
+( )=
Ґ
е 22 1 31 .
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х: 
 f x ex( ) ( )= -2 2.
5. Вычислить cos48 с точностью до 0 0001, .
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6. Взяв три члена разложения в степенной ряд подынтеграль-
ной функции, вычислить
 
ln 1
0
1
2 +( )
т
x
x
dx.
Оценить погрешность полученного результата.
7. Решить дифференциальное уравнение
 ў + =у y xy2, у( )0 1= .
Определить три ненулевых члена разложения в ряд решения.
8. Разложить в ряд Фурье функцию 
 f x x x( ) ,= - < <2 2.
9. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию
 f x x( )= -2 1
в промежутке -( )p p, .
Вариант 20
1. Исследовать на сходимость и абсолютную сходимость ряды
 а) 2
3
4
9
6
27
8
81
+ + + +;
 б) 2 5
8
10
27
17
64
- + - + ... .
2. Вычислить сумму ряда
 1
1 3 5
1
3 5 7
1
5 7 9Ч Ч
+
Ч Ч
+
Ч Ч
+.
3. Найти область сходимости ряда
 n
n
x n
n
2
4 21 1
3
+( )
-
=
Ґ
е ( ) .
7. Расчетная работа
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7. Расчетная работа
4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х: 
 f x
x x
( )=
- -
3
2 2
.
5. Вычислить e3  с точностью до 0 0001, .
6. Взяв три члена разложения в степенной ряд подынтеграль-
ной функции, вычислить
 x xdxarctg
,
0
0 5
т .
Оценить погрешность полученного результата.
7. Решить дифференциальное уравнение
 xу y xyў + = 2, у( )1 1= .
Определить три ненулевых члена разложения в ряд решения.
8. Разложить в ряд Фурье функцию 
 f x
x
x
( )
, ,
, .
=
- < Ј -
- - < Ј
м
н
о
1 6 2
1 2 2
9. Разложить в ряд Фурье функцию
 f x x( )= +1
в промежутке -( )p p, .
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